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Resumo. Os perfis tubulares de aço de secção elipsoidal ou semi-elipsoidal fornecem novas 

soluções com bastantes potencialidades estéticas e características estruturais interessantes. 

Contudo, existe ainda pouca informação disponível para o cálculo deste tipo de perfis, nome-

adamente ao nível das disposições normativas adoptadas nos regulamentos de cálculo de es-

truturas de aço. A fim de contribuir para a resolução deste problema, o presente trabalho pro-

põe um critério analítico para o cálculo dos esforços resistentes de secções semi-elipsoidais 

ocas totalmente plastificadas, submetidas a um esforço normal e a flexão segundo um dos 

seus eixos principais de inércia.  

1. Introdução 

A introdução dos perfis tubulares de aço de secção elipsoidal ou semi-elipsoidal no mercado 

da construção metálica tem vindo a despertar a atenção de arquitectos e de engenheiros de es-

truturas, devido às suas potencialidades estéticas e eficiência estrutural [1].  

A verificação da segurança das secções transversais de perfis de aço, no seu estado limite 

último de resistência em regime elastoplástico, é frequentemente efectuada com base no con-

ceito de formação de uma rótula plástica. A formação de rótulas plásticas depende da geome-

tria da secção e da interacção entre os seus esforços internos, pelo que é necessário dispor de 

expressões de cálculo específicas para cada tipo de secção transversal, a fim de se poder ava-

liar a sua resistência após a sua plastificação total. 

No caso particular das secções ocas de forma elipsoidal ou semi-elipsoidal, não é fácil en-

contrar expressões de cálculo normativas que permitam avaliar a sua capacidade resistente 

quando totalmente plastificadas sob o efeito conjunto de um momento flector e de um esforço 

normal. Apesar de existirem relatos de estudos numéricos e experimentais sobre o comporta-

mento deste tipo de secções [1] [2], as formulações propostas para estimar a sua resistência 

em regime elastoplástico são habitualmente complexas ou aproximadas [3].  
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Para o caso particular das secções de aço ocas de forma elipsoidal, totalmente plastificadas, 

o autor do presente trabalho propôs, na referência [4], um critério de interacção entre o mo-

mento flector (segundo um dos eixos principais de inércia) e o esforço normal. 

O presente trabalho apresenta uma proposta de um critério de interacção do mesmo tipo, 

para secções de aço ocas semi-elipsoidais totalmente plastificadas, também deduzido com ba-

se numa integração exacta dos campos de tensões ao longo das suas zonas plastificadas, em 

tracção e em compressão, tendo em conta as hipóteses associadas à formação de uma rótula 

plástica e assegurando as condições de equilíbrio entre os esforços internos e as forças exteri-

ores aplicadas. 

 

 

2. Características geométricas e mecânicas de uma secção semi-elipsoidal 
 

A Fig. 1 apresenta uma representação esquemática de uma secção semi-elipsoidal oca. A sua 

geometria é definida pela Eq. (1), em função das dimensões do semi-eixo maior, a , do semi-

eixo menor, b , e da espessura da parede, t [2]; as dimensões *a  e *b  do contorno interior da 

secção são definidas através das equações (2) e (3), em função das dimensões anteriores. 
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Fig. 1: Geometria de uma secção semi-elipsoidal oca flectida segundo o seu eixo Gy  

 

A área de uma secção semi-elipsoidal oca é fornecida pela Eq. (4): 

bakA A
2


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em que: 
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


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  ataaaa  *  (6) 

  btbbbb  *  (7) 

at at   1  (8) 

O esforços normais máximos em regime elástico, elN , e em regime plástico, plN  (conside-

rando um comportamento elastoplástico perfeito, sem endurecimento, do material constituinte 

da secção), podem ser obtidos através da Eq.(9); a variável el  representa a tensão de cedên-

cia do material. 

elAelpl bakNN 


2
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(9) 

O momento de inércia yI , em relação ao eixo y (Fig. 1), é fornecido pela Eq. (10): 

bakI yIy
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em que: 

33

,
3

16
1 tbbayIk 


   (11) 

A coordenada Gz  do centro de gravidade G da secção (Fig. 1), pode ser obtida através da 

Eq. (12): 
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O momento de inércia yGI , em relação ao eixo Gy  que passa pelo centro de gravidade G 

da secção (Fig. 1), é fornecido pela Eq. (13): 
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em que: 
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O momento elástico yGelM ,  da secção em relação ao eixo Gy  pode ser determinado através 

da Eq. (16): 
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O momento de inércia zI , em relação ao eixo z (Fig. 1), pode ser calculado através da 

Eq. (17): 
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O momento elástico zelM ,  da secção em relação ao eixo z  pode, por sua vez, ser obtido 

através da Eq. (19): 
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3. Variáveis reduzidas 
 
A formulação a seguir apresentada para o cálculo do estado limite plástico de uma secção se-

mi-elipsoidal oca, submetida a um esforço normal e a flexão em torno de um dos seus eixos 

principais de inércia, é escrita num sistema de variáveis reduzidas.  

O esforço normal reduzido n  e os momentos flectores reduzidos ym  e zm  são definidos 

nas Eqs. (20) a (22): 

NN = n el  (20) 

    MM = m yGelyyG ,  (21) 

 MM = m z,elzz  (22) 

Os valores reduzidos (normalizados) dos esforços máximos em regime elástico, eln , yGelm ,  

e zelm ,  são iguais a 1, por definição.  

O principal interesse da utilização de variáveis reduzidas reside na separação entre os fe-

nómenos físicos e a quantificação numérica das variáveis, associada a um determinado siste-

ma de unidades. Deste modo, os valores dos esforços reduzidos tornam-se independentes das 

dimensões da secção transversal e da tensão de cedência do material e, consequentemente, do 

sistema de unidades em que os correspondentes valores dimensionais são indicados. 

A utilização de variáveis reduzidas facilita também a interpretação física dos resultados. 

Quando o valor reduzido do momento plástico yGplM ,  é 3,1, yGplm , por exemplo, este valor 

indica que, depois de ter ultrapassado o seu estado limite elástico yGelM , , a secção possui ain-

da uma resistência residual à flexão, segundo o eixo Gy , igual a 30% de yGelM , . 

 

 

4. Estado limite elástico  
 
4.1 Secção semi-elipsoidal oca, flectida em torno do seu eixo Gy  
 
O cálculo do estado limite elástico de uma secção semi-elipsoidal oca, submetida a um esfor-

ço normal n  e a um momento flector m , segundo o seu eixo Gy  (Fig. 1), pode ser efectuado 

de acordo com as seguintes expressões, onde um valor positivo de n  corresponde a um esfor-

ço normal de tracção, e um valor negativo de n  a um esforço normal de compressão: 
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4.2 Secção semi-elipsoidal oca, flectida em torno do seu eixo z  
 
O cálculo do estado limite elástico de uma secção semi-elipsoidal oca, submetida a um esfor-

ço normal n  e a um momento flector m , segundo o seu eixo z  (Fig. 1), pode ser efectuado 

de acordo com a seguinte expressão: 

    =m n 1  (25) 
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Faz-se notar que é suposto que ambos os valores dos esforços indicados na Eq. (25), n  e 

m , sejam positivos. Se tal não acontecer, deverá ser utilizado o seu valor absoluto nos cálcu-

los e, posteriormente, atribuído o sinal correcto ao resultado obtido. 

 

 

5. Estado limite plástico  
 

5.1 Secção semi-elipsoidal oca, flectida em torno do seu eixo Gy  

 

O cálculo do estado limite plástico de uma secção semi-elipsoidal oca, submetida a um esfor-

ço normal n  e a um momento flector m , segundo o seu eixo Gy  (Fig. 1), é feito através de 

três conjuntos de expressões analíticas diferentes, dependendo dos valores de n  em relação 

aos seguintes valores limites: 
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No 1º caso, quando 11  nno : 
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No 2º caso, quando 12 oo nnn  : 






























2

2
2 1arccos1arccos

4
1

aaa

ba

Ak
 = n















 (30) 

     










































nk

k
 = m GA

a

ba

yGI

G 111
3

814
23

2

2
2232

,










 (31) 

No 3º caso, quando 21 onn  : 
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Faz-se notar que estas expressões, Eq. (28) a Eq. (33), não permitem um cálculo directo 

dos esforços n  ou m  no estado limite plástico da secção, uma vez que o valor do parâmetro 

  não é conhecido a priori. No entanto, este parâmetro pode ser determinado através de um 

método numérico, com o auxílio de uma folha de cálculo por exemplo, em função do valor do 

esforço conhecido, n  ou m , e ser em seguida introduzido na outra equação para se determi-

nar o valor do esforço que se pretende calcular. 
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O valor do momento reduzido m , indicado pela Eq. (29), pela Eq. (31) ou pela Eq. (33), é 

suposto ser positivo. Caso contrário, deve ser utilizado o valor absoluto de m  nos cálculos e o 

sinal do resultado obtido para o valor de n  deve ser invertido (de positivo para negativo, ou 

vice-versa). 

A Fig. 2 apresenta uma representação gráfica dos critérios de cálculo dos estados limite 

elástico e plástico de duas secções semi-elipsoidais ocas flectidas em torno do seu eixo Gy , 

definidos nas Eqs. (23) e (24), e nas Eqs. (28) a (33), respectivamente. É possível constatar 

que ambos os critérios são anti-simétricos em relação ao eixo vertical, ou seja: 

   nmnm  . 
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Fig. 2: Critérios de cálculo dos estados limite elásticos e plásticos  

de duas secções semi-elipsoidais ocas, flectidas segundo o seu eixo Gy . 

 

 

5.2 Secção semi-elipsoidal oca, flectida em torno do seu eixo z  

 

O cálculo do estado limite plástico de uma secção semi-elipsoidal oca, submetida a um esfor-

ço normal n  e a um momento flector m , segundo o seu eixo z  (Fig. 1), é feito através de 

dois conjuntos de expressões analíticas diferentes, dependendo dos valores de n  em relação 

ao seguinte valor limite:  
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No 2º caso, quando 30 onn  : 
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Algumas destas expressões não permitem um cálculo directo dos esforços n  ou m  no es-

tado limite plástico da secção, uma vez que o valor do parâmetro   não é conhecido a priori. 

No entanto, tal como foi já anteriormente referido, este parâmetro   pode ser determinado 

através de um método numérico com o auxílio de uma folha de cálculo, por exemplo, em fun-

ção do valor do esforço conhecido, n  ou m , e ser em seguida introduzido na outra equação 

para se determinar o valor do esforço que se pretende calcular. 

Faz-se notar que é suposto que ambos os valores dos esforços reduzidos n  e m  indicados 

nas Eqs. (35) a (38) sejam positivos. Se tal não acontecer, deverá ser utilizado o seu valor ab-

soluto nos cálculos e, posteriormente, atribuído o sinal correcto ao resultado obtido. 

A Fig. 3 apresenta uma representação gráfica dos critérios de cálculo dos estados limite 

elástico e plástico de duas secções semi-elipsoidais ocas flectidas em torno do seu eixo z , 

definidos na Eq. (25) e nas Eqs. (35) a (38), respectivamente. Esta figura apenas mostra a re-

presentação destes critérios no quadrante dos valores positivos de n  e de m , uma vez que 

estes critérios são simétricos em relação a ambos os eixos, horizontal ( m ) e vertical ( n ). 
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Fig. 3: Critérios de cálculo dos estados limite elásticos e plásticos  

de duas secções semi-elipsoidais ocas, flectidas segundo o seu eixo z . 
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6. Comparação com outros critérios propostos por outros autores  
 

A norma europeia EN1993:2005 [5], que corresponde à última versão do Eurocódigo 3 (EC3), 

não fornece qualquer expressão para o cálculo do estado limite plástico de secções elipsoidais 

ou semi-elipsoidais ocas. O mesmo acontecia na pré-norma europeia ENV1993:1992 [6], que 

corresponde à versão anterior do EC3. 

Sendo assim, na ausência de disposições normativas que cobrissem este problema, foi de-

cidido comparar os resultados obtidos através dos critérios propostos neste trabalho com os 

resultados fornecidos por outros critérios, propostos por outros autores. 

Nowzartash and Mohareb publicaram, na Refª [3], uma tabela com valores de um critério 

de interacção exacto para uma secção semi-elipsoidal oca, sujeita a um esforço normal, a fle-

xão desviada (biaxial) e a um momento de torção. As dimensões desta secção estão relaciona-

das pela seguinte expressão (ver a Fig. 1): 

55,0
2

2
= 

ta

tb




 (39) 

Os valores desta tabela que correspondem aos casos particulares de um esforço normal 

conjugado com flexão segundo um dos eixos principais de inércia da secção, foram compara-

dos com os resultados obtidos através dos critérios de interacção para o cálculo do estado li-

mite plástico propostos no presente trabalho.  

Estes critérios foram aplicados a uma secção semi-elipsoidal oca com as seguintes dimen-

sões, que respeitam a relação indicada na Eq. (39): mm203a , mm35,111b  e mm6t . 

Os valores tabelados na Refª [3] são também valores reduzidos, embora tenham sido nor-

malizados em relação aos momentos plásticos da secção, yGplM ,  e zplM , . Para se proceder à 

sua comparação com os valores fornecidos pelos critérios de interacção propostos neste traba-

lho foi necessário dividir os valores dos momentos flectores reduzidos, calculados através 

destes critérios, pelos valores reduzidos do momento plástico segundo a mesma direcção de 

flexão: yGelyplyGpl MMm ,,,   or zelzplzpl MMm ,,,  .  

Os valores de yGplm ,  ou de zplm ,  podem ser determinados através dos critérios propostos 

neste trabalho, para o caso particular em que 0n . 
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Fig. 4: Comparação entre os resultados fornecidos pelo critério proposto na Refª [3],  

e os resultados obtidos através do critério de interação proposto no presente trabalho,  

no caso de flexão em torno do eixo z  de uma secção semi-elipsoidal oca 
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A comparação entre os valores fornecidos na Tabela 1 da Refª [3], por Nowzartash e 

Mohareb, com os obtidos através das Eqs. (35) a (38), para o caso da flexão em torno do eixo 

z , é apresentada na Fig. 4. É possível verificar que os resultados obtidos por estes dois pro-

cessos distintos são muito semelhantes entre si.  

Alguns dos valores fornecidos na Refª [3] são ligeiramente inferiores aos calculados atra-

vés das Eqs. (35) a (38), o que poderá ser explicado pelo facto de, no primeiro caso, os resul-

tados terem sido afectados pelos efeitos de um momento torsor na secção, que diminuiu o va-

lor dos restantes esforços resistentes, enquanto que os efeitos do momento torsor não foram 

tomados em consideração na dedução do critério de interacção proposto neste trabalho. 

A mesma Refª [3] apresenta um outro exemplo de aplicação, de uma viga simplemente 

apoiada com uma secção semi-elipsoidal oca, com as seguintes dimensões (ver a Fig. 1): 

mm225a , mm5,125b  e mm8t . Esta viga encontra-se sujeita a uma força axial de 

compressão e a uma força concentrada transversal, aplicada a meio-vão. 

Este problema foi resolvido através das soluções analíticas propostas por Nowzartash e 

Mohareb na Refª [3] e através de um programa numérico de elementos finitos, até se atingir a 

plastificação completa da secção transversal situada a meio-vão da viga.  

Os valores obtidos através destes dois métodos são apresentados na Fig. 5, tendo em conta 

que os valores do esforço normal apresentados nesta figura são simétricos dos indicados na 

Refª [3]. Esta troca de sinais foi necessária para permitir a sua comparação, na mesma figura, 

com os valores obtidos através do critério proposto neste trabalho, pois o esforço normal de 

referência utilizado por Nowzartash e Mohareb é um esforço de compressão que, de acordo 

com a convenção utilizada no presente trabalho é um esforço axial negativo. 
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Fig. 5: Comparação entre os resultados fornecidos pelo critério proposto na Refª [3]  

e os resultados obtidos através do critério de interacção proposto no presente trabalho, 

 no caso de flexão em torno do eixo Gy  de uma secção semi-elipsoidal oca. 
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A comparação entre os resultados apresentados na Fig. 5 evidencia um excelente acordo 

entre os resultados fornecidos por Nowzartash e Mohareb e os obtidos através do critério pro-

posto neste trabalho.  

É de referir o facto de, neste caso, ao contrário do que acontecia no exemplo anterior, apre-

sentado na Fig. 4, a secção semi-elipsoidal oca não estar submetida a um esforço de torsão. 

Além disso, os resultados obtidos através de vários cálculos numéricos por Nowzartash e 

Mohareb apresentam igualmente uma concordância com os valores obtidos através das duas 

formulações analíticas, atrás referidos. 
 

 

7. Conclusões  
 

Este trabalho apresenta uma proposta de um critério de interacção entre o esforço normal e o 

momento flector em secções de aço semi-elipsoidais ocas totalmente plastificadas, flectidas 

segundo um dos seus eixos principais de inércia. 

Após uma definição das características geométricas e mecânicas que condicionam a resis-

tência da secção, é apresentada uma série de equações, escritas em variáveis reduzidas (nor-

malizadas), que permitem efectuar o cálculo dos esforços resistentes da secção nos seus esta-

dos limite elástico e plástico.  

Por último, na ausência de disposições normativas que cobrissem este problema, é apresen-

tada uma comparação entre os resultados obtidos através dos critérios de cálculo do estado 

limite plástico propostos neste trabalho e os fornecidos na Refª [3] por Nowzartash e Moha-

reb. Esta comparação evidencia um excelente acordo entre ambos os grupos de resultados, nos 

casos de flexão segundo o eixo z  e segundo o eixo Gy  da secção semi-elipsoidal oca. 

Esta concordância de resultados coloca em destaque uma vantagem importante do critério 

de interacção proposto no presente trabalho que, na opinião do autor, consiste na maior sim-

plicidade da sua aplicação prática, em relação à da formulação proposta na Refª [3]. 
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