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SUMÁRIO 

Os processos de fratura, que penetram de forma profunda no corpo de uma barragem de 

betão, podem afetar seriamente a sua segurança estrutural. Devido ao potencial catastrófico 

associado à rotura de grandes barragens, é fundamental dispor de modelos numéricos 

capazes de prever realisticamente o eventual desenvolvimento de fissuras bem como a 

resistência estrutural última associada aos mecanismos de colapso estrutural.  

Neste trabalho estuda-se o problema de propagação de fraturas (por tração) em barragens 

de betão do tipo gravidade usando algumas técnicas numéricas desenvolvidas e propostas 

recentemente: “crack-path field and strain injection techniques” [1-3], associadas a um 

modelo constitutivo do tipo Rankine [4]. 

O exemplo numérico apresentado na parte final do trabalho (barragem de Koyna) evidencia 

as vantagens e potencialidades da metodologia.  

 

Palavras-chave: Barragens de betão, fratura, formulações mistas, descontinuidades fortes, 

cálculos à rotura. 
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1. INTRODUÇÃO 

Tem vindo a ser feito recentemente, por diversos autores, um grande esforço no sentido de 

desenvolver e aperfeiçoar novos métodos numéricos que melhorem as análises estruturais 

até à rotura [5-8]. Apesar do grande potencial que estas novas metodologias apresentam, 

até ao momento, a sua maior parte foi unicamente explorada e validada através de 

aplicações académicas. Neste trabalho explora-se o uso das novas técnicas de injeção de 

modos de deformação (“strain injection techniques”), e avalia-se o seu potencial de 

aplicação a problemas reais de engenharia civil, como é o caso de barragens de betão do 

tipo gravidade. O trabalho aborda cuidadosamente aspetos relacionados com a 

independência da malha de elementos finitos (“mesh bias” e “stress locking”), robustez e 

custo computacional, que são aspetos fundamentais na modelação numérica da fratura.  

Este novo método foi desenvolvido no âmbito do método dos elementos finitos e utiliza 

modelos constitutivos do continuum equipados com leis de enfraquecimento. Consiste numa 

metodologia para introduzir (injetar), nos elementos finitos atravessados pelas fissuras, 

modos de deformação específicos (constantes e descontínuos) com objetivo de melhorar o 

seu desempenho para modelar processos de fratura. A informação para injetar os modos de 

deformação descontínuos (posição da fissura dentro do elemento finito) é obtida através de 

uma técnica auxiliar local denominada “crack-path field technique” [1]. A metodologia goza 

dos benefícios (independência da malha, baixo custo computacional) que apresentam os 

chamados “intra-elemental methods” E-FEM [9] e X-FEM [10] (métodos que capturam a 

fratura no interior do elemento finito), com a vantagem de não recorrer a algoritmos globais 

de captura e gestão de descontinuidades, que são invasivos do ponto de vista da 

programação. 

2. TÉCNICAS DE INJEÇÃO DE MODOS DE DEFORMAÇÃO 

Injeção de modos de deformação refere-se a uma técnica numérica, de carácter geral, que 

consiste em introduzir, numa dada parte do domínio e durante determinadas etapas da 

simulação numérica, modos de deformação específicos com o objetivo de melhorar o 

desempenho numérico das formulações clássicas de elementos finitos.  

Um dos pontos fundamentais desta técnica consiste na divisão do domínio em dois 

subdomínios disjuntos1: o “domínio de injeção”, ( )inj tB , que corresponde à parte do corpo 

onde são introduzidos os modos de deformação e a parte remanescente, \ injB B , na qual não 

é realizado nenhum melhoramento (ver Figura 1).  

                                                 
1 tal que ( ) \inj injt Ç = ÆB B B  e ( ) \inj injtº ÈB B B B : 
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injB
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Figura 1 Domínio hB  discretizado em elementos finitos de tamanho h . 

Considerando uma discretização por elementos finitos e tendo em conta a anterior divisão 

do domínio, a equação variacional do problema mecânico (equivalente ao princípio dos 

trabalhos virtuais) pode escrever-se da seguinte forma:  
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B B BB B

B B    
(1)

onde o trabalho produzido pelas forças internas se encontra representado através do soma 

de dois termos. O primeiro termo (“standard term”) corresponde à parte do domínio, \ injB B , 

onde não é realizado qualquer melhoramento, sendo portanto as extensões calculadas 

diretamente do gradiente simétrico, s , do campo de deslocamentos, u  (equação de 

compatibilidade), como é usual para o caso de formulações de elementos finitos em 

deslocamentos. O segundo termo (“strain injection term”) corresponde à parte do domínio 

onde os modos de deformação melhorados, ( ) ( , )e
inj txe , são injetados na equação constitutiva, 

S , daqueles elementos que pertencem ao domínio de injeção. Para este caso, as 

extensões já não resultam diretamente da equação de compatibilidade devendo, portanto, 

ser adicionada uma nova equação ao sistema que defina o modo de deformação, ( ) ( , )e
inj txe , a 

injectar (secção 2.1.1 e 2.1.2). 

Finalmente, *( , )extW b th, corresponde ao trabalho das forças externas, onde * ( , )tt x e ( , )tb x  

são vetores de tensão e forças mássicas respetivamente.  

2.1 Modos de deformação melhorados para o estudo de fratura 

Uma dos aspectos fundamentais na modelação numérica de propagação de fissuras é a 

independência dos resultados obtidos relativamente à discretização de elementos finitos 

adotada. Na bibliografia estão documentados dois tipos de dependência da malha de 

elementos finitos2 associados às formulações clássicas de elementos finitos3 [2, 3, 11-13]: 

                                                 
2 A dependência dos resultados na malha de elementos finitos está relacionada com a falta de 
unicidade das equações de equilíbrio mecânico quando se usam modelos constitutivos com 
enfraquecimento. 
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 “mesh bias dependence” – refere-se à tendência das bandas de localização 

calculadas seguirem, de forma espúria, o alinhamento da malha de elementos finitos. 

Esta dependência pode levar à formação de mecanismos de rotura irrealistas. 

 “stress locking effect” – refere-se à tendência dos elementos da banda de localização, 

transferirem, de forma espúria, tensões para os elementos vizinhos, o que conduz 

usualmente, a bandas de localização que contêm vários elementos na direção 

perpendicular à fissura. Este efeito observa-se quando os elementos finitos são 

intersectados pela fissura de forma arbitrária e anula-se quando a fissura se propaga 

paralelamente aos lados dos elementos finitos. O principal inconveniente deste efeito 

é a ocorrência de uma sobre dissipação de energia o que conduz à sobre avaliação 

da capacidade resistente da estrutura, que não é do lado da segurança.  

No contexto na modelação numérica da fratura, os modos de deformação a injetar têm como 

objetivo o de melhorar o desempenho das formulações clássicas de elementos finitos para 

modelar os fenómenos de localização de deformações, eliminando as dependências 

espúrias da malha de elementos finitos anteriormente mencionadas. Em [1] foram propostos 

dois modos de deformação para elementos quadrilaterais: o modo de deformação constante 

e o modo de deformação descontínuo. 

2.1.1 Modo de deformação constante 

O modo de deformação constante, “Constant Strain Mode” (CSM), consiste em assumir um 

campo de extensões constante no interior do elemento finito. A sua formalização numérica 

pode ser desenvolvida através de uma formulação mista em deslocamentos e extensões, 

/ inj1 0eu , restringida ao domínio de injeção. Para tal, a equação de compatibilidade é 

imposta de forma fraca apenas naqueles elementos que pertencem ao domínio de injeção: 

 
( )( ) ( )

( ) : ( ( )) ( )ee s h e e
injinje d t- = " " Ìò x 0m e mu 

B
B B B

 
(2) 

Tendo em conta que a função de teste, ( )em , e a extensão, ( )e
inje , são constantes no interior 

do elemento finito, a equação (2) pode ser resolvida a nível elementar4: 
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s h
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ee e s h e
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º = = " Ì
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e e
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u
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  B

B
B BB


  

(3) 

O principal objetivo desta injeção é melhorar a flexibilidade daqueles elementos que têm a 

possibilidade de vir a desenvolver localização de deformações, melhorando a sua 
                                                                                                                                                         
3 Neste trabalho, o termo "formulações clássicas de elementos finitos para o estudo de fratura” refere-
se às formulações que estudam estes fenómenos, como consequência da concentração de 
deformações em bandas estreitas (tipicamente coincidentes com o tamanho do elemento finito). Esta 
concentração (localização) decorre, naturalmente, devido ao uso de modelos constitutivos com 
enfraquecimento (“smeard aproach”, modelos de dano, plasticidade, etc). 
4 A notação 

( )
( )
e

⋅  refere-se à média espacial de ( )⋅  no elemento ( )e . 
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capacidade de propagação e evitando deste modo que os resultados obtidos sejam 

dependentes da direcionalidade da malha de elementos finitos. 

2.1.2 Modo de deformação descontínuo 

O modo de deformação descontínuo - “Discontinuous Displacement Mode” (DDM) consiste 

em enriquecer os modos de deformação dos elementos finitos usando a “cinemática” das 

descontinuidades fortes [9] (resumida no Quadro 1) de modo a que o comportamento 

mecânico da fissura possa ser adequadamente capturado dentro do elemento finito sem 

transmissão espúria de tensões aos elementos vizinhos (“stress locking phenomena”). 

Quadro 1 “Cinemática” das descontinuidades fortes [9]. 

Campo de extensões melhorado: 

 ( )  ( )ˆ

ˆ ( )
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 - Superficie de fratura 

n  -Vetor unitário orthogonal a  (pointing to +B ), 

 u - Salto do campo de deslocamentos ( 
( ) ( )+ -Î ¶ Ç Î ¶ Ç= -x xu u u  B B  )  

dS  Distribuição delta de Dirac. 
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Com inspiração na cinemática das descontinuidades fortes o modo de deformação 

descontínuo pode ser escrito como a soma de uma parte regular, ( )ee , com outra que 

apresenta singularidade ao longo da superfície de fratura,  ( ),( ) ( )( )ek e e Sd ÄnuS
5: 

  ( )( ) ( ) ( ) ,( ) ( ) ( )( ) ( )ee e e k e e S e
injinjDDM tdº = + Ä " Ìne e e u   B BS  (5)  

A equação anterior introduz duas novas variáveis independentes, e  e  u , no problema 

mecânico. Seguindo o mesmo procedimento desenvolvido para o modo de deformação 

constante, pode ser desenvolvida uma formulação mista de três campos,  ˆ / /e uu , 

restringida ao domínio de injeção. Esta formulação requer duas equações adicionais. Uma 

                                                 
5 ,( )k edS  Delta de Dirac regularizada num comprimento k. 
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das equações resulta de impor de forma fraca a igualdade entre a parte regular do campo 

de extensões melhorado da equação (4) e a parte regular do modo de injeção (equação (5)): 

 
 
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inj

t

d tj-  -  Ä = " Ì "ò 0m e m

e

u u 
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B B B

 

(6) 

Na equação anterior a incógnita ( )ee  pode ser resolvida ao nível elementar, tal como foi feito 

para a injeção do modo de deformação constante: 

 
 

( ) ( ) ( )( ) ( )ˆ ( ) ( )
e e ee S h h S e

inj tj = -  Ä " Ìe u u  B B
 

(7)

Substituindo a expressão anterior na equação (5), obtém-se6: 

 
   

( ) ( ) ( ) ( )( ) ,( ) ( ) ( )ˆ ( ) ( ) ( )
e e e ee k eS h h S e S e

injDDM tj d= -  Ä + Ä " Ìne u u u   B BS  
(8)

2.2 Domínios de injeção 

Depois de definidos os modos de injeção, as questões subsequentes são onde e quando 

estes modos devem ser injetados de forma a melhorarem efetivamente o desempenho das 

formulações numéricas de elementos finitos para simular localização de deformações. 

A resposta a estas perguntas é dada através da definição apropriada dos domínios de 

injeção, definição esta que deve ter por base critérios mecânicos consistentes. A análise de 

bifurcação descontínua qualifica um estado de tensão/deformação como compatível com o 

desenvolvimento de descontinuidades no campo de deslocamentos [14, 15].  

Desta forma, são exigidas duas condições, a ser cumpridas no baricentro do elemento finito, 
( )e
Cx , para que este seja considerado como parte do domínio de injeção: 

 ( ) ( )( )( ) : ; ( ) ; ( , )e ee
inj B C C

e

t t t t={ ³ > }x x
1 2

0 B B
 

(9)

1. A condição de bifurcação descontínua tenha sido verificada para algum instante de 

tempo ( ( )( )eB Ct t³ x )7  

2. Os elementos devem estar em carga no instante de tempo atual ( ( )( , ) e
C t >x 0 )8, uma 

vez que os processos de descarga são elásticos e não conduzem a localização de 

deformações. 

                                                 
6 Com a eliminação da variável e  ao nível elementar a formulação fica reduzida a uma formulação de 
dois campos,  ˆ / uu . Para resolver o salto do campo de deslocamentos é imposta a continuidade 

dos vetores tensão na superfície de descontinuidade,   ,( ) ( ) ( )[ ] 0e e e+ ⋅ =ns S S , tal como é usual fazer 

quando se simulam descontinuidades fortes (Strong Discontinuity Aproach [9]).  
7 t é o instante de tempo atual e Bt  é o instante em que foi verificada a condição de bifurcação. 
8   é a variável interna do tipo deformação. Esta variável aumenta sempre para processos de carga.  
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O domínio de injeção é a parte do corpo onde podem ser realizadas diversas injeções (isto é, 

com condições que são comuns a todas as possíveis injeções). Na secção anterior, foram 

propostos dois modos de deformação: CSM e DDM (modo constante e descontinuo). Desta 

forma, é necessária a definição de dois subdomínios de injB : o domínio de localização, locB , 

e o domínio da descontinuidade, disB , onde cada um destes modos será respetivamente 

usado, tal que: ( ) ( ) ( )inj loc dist t t= ÈB B B . 

2.2.1 Domínio da descontinuidade ( )dis tB  - DDM  

Este domínio, no qual é injectado o modo de deformação descontínuo (DDM), inclui os 

elementos que desenvolvem descontinuidades. As condições que o definem são duas: 

 ( ) ( ) ( )( ) ( )( ) : ( ) ; ( , ) ( ) ( ) ;e e ee e
dis inj dis bif tC C C

e

t t q t q qg G={ Î £ = Ç ¹Æ}x x x

1 2
B B B B

 

(10)

1. O baricentro do elemento deve ter atingido “um determinado grau de enfraquecimento”:  

( ) ( ) ( )( , ) ( ) ( )e e e
dis bifC C Cq t q qg£ =x x x  

O grau de enfraquecimento é medido em termos da variável interna do tipo tensão, 
( )( , )e
Cq tx . Na equação anterior, ( ) ( )( ) ( )e e

dis bifC Cq qg=x x  é o limite para o qual se considera 

“um grau de enfraquecimento suficiente”. Este limite é definido em função do valor da 

variável interna no instante de bifurcação, ( )( )ebif Cq x , multiplicado por um parâmetro, g , 

próximo da unidade, tipicamente: [ . , . ]g Î 0 9 1 0 9. 

Esta condição tem como objetivo garantir, que o elemento não apenas bifurcou mas 

que está efetivamente a desenvolver um processo de localização de deformações. 

2. O elemento é atravessado pelo “caminho da fissura”, tG : 

( )e
tGÇ ¹ÆB  

De forma a injetar o modo de deformação descontínua, é necessário conhecer 

antecipadamente o caminho da fissura. No contexto das técnicas de injeção esta 

informação é obtida através de uma técnica auxiliar (“Crack-Path Field technique” [1-3]) 

                                                 
9Em geral, na vizinhança da ponta da fissura, os processos não lineares ocorrem de uma forma 
difusa. Em termos numéricos, este facto traduz-se em vários elementos, na frente da fissura, que 
estão em carga não-linear e que verificam a condição de bifurcação. Para a injeção da 
descontinuidade, é necessário dispor de informação “precisa” acerca da evolução do posicionamento 
da fissura, ou seja: quais destes elementos, que inicialmente bifurcam, é que efetivamente vão 
desenvolver descontinuidades. Esta é a razão pela qual, na definição do domínio de descontinuidade 
se requer “um grau de enfraquecimento suficiente”, o qual é controlado diretamente pelo paramentro 
g . Este parâmetro define então, o “atraso” que decorre desde a bifurcação do elemento até à injeção 

do mesmo com um modo de descontinuidade. Pela experiência dos autores, .g = 0 95  é um valor que 

estabelece um bom compromisso entre o possível erro (devido a “stress locking”) resultante de não 
injetar a descontinuidade imediatamente após a bifurcação e a robustez que se garante ao conhecer 
com precisão o caminho da fissura antes de injetar a descontinuidade.  
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2.2.2 Domínio de localização ( )loc tB  - CSM 

Este domínio, no qual é injectado um modo de deformação constante (CSM), inclui os 

elementos que bifurcaram e estão em carga, pertencendo ao domínio de injeção (9), mas 

que ainda não verificam as condições para pertencer ao domínio da descontinuidade: 

 ( ) ( ) \ ( )loc inj dist t t=B B B
 

(11)

Tipicamente, o conjunto de elemento que compõem este domínio, evolui muito rapidamente 

com o processo de carga. Parte dos elementos que inicialmente bifurcaram e que 

pertencem a este domínio, tendem numa fase posterior a descarregar elasticamente 

deixando o domínio de localização (e de injeção) enquanto outros continuam a desenvolver 

o processo de localização de deformações até verificar as condições em (10) passando 

nesse instante a pertencer ao domínio da descontinuidade.  

Na Figura 2 pode visualizar-se um processo “típico” de carga e evolução dos domínios de 

injeção. 

loc

inj\ inj\ inj\

loc

dis dis
=inj

=inj

B B

B B
B

B B B B

BB
B

 

Figura 2 Evolução dos domínios de injeção durante o processo de carga. 

2.3 Resumo 

Definidos os modos e respetivos domínios de injeção, a equação (1) pode ser 

particularizada como:  
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(12)

Onde os modos de deformação a injetar estão definidos pelas expressões (3) e (8) 

respetivamente. 

Nota 1- Os modos de deformação propostos, ao serem descritos em forma incremental, 

permitem uma evolução suave ao longo do tempo dos campos de tensão e deformação de 

forma consistente com a evolução dos domínios de injeção. Esta é a razão fundamental 
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para o princípio dos trabalhos virtuais em (1) ter sido inicialmente formulado numa forma 

incremental (“em taxas”). 

Nota 2- O principal objetivo deste trabalho, é analisar as potencialidades das novas técnicas 

de injeção para a modelação numérica de propagação de fraturas em barragens de betão. O 

resumo da formulação apresentado aqui, não sendo detalhado, tem como objetivo o de 

enquadrar o leitor com as principais ideias e conceitos relacionados com a nova técnica. 

Uma apresentação mais detalhada e rigorosa da formulação, bem como dos aspetos 

relacionados com a sua implementação num programa de elementos finitos, podem ser 

consultados em [1-3]. 

3. EXEMPLO NUMÉRICO 

A barragem de Koyna na Índia é, um exemplo de uma barragem de betão do tipo gravidade 

que tem vindo a ser estudada por diversos autores [16-19] para modelação numérica de 

fratura, em condições estáticas, devido ao aumento da pressão hidrostática provocada pelo 

galgamento da barragem. 

Para a modelação do comportamento do betão da barragem, foi usado um modelo 

constitutivo de plasticidade do tipo “Rankine” [2-4], que permite modelar a abertura da 

fratura em modo I (por tração). A geometria da barragem e as propriedades mecânicas 

usadas no modelo numérico encontram-se ilustradas na Figura 3. Em estudos anteriores, 

Gioia [16] determinou que a fissura que se desenvolve a partir do ponto B é a mais critica 

em termos da resistência última da estrutura, por essa razão foi usada uma imperfeição 

inicial nesta zona. 

103 m

14,8 m

70 m

19,3 m

36,5 m

BPressão devido
 ao galgamento

Pressão devido à
situação de albufeira cheia

Densidade = 2,45 kg/m3

A

 y E  Gf
[MPa] [GPa] [N/m]

1,0 25,0 0,2 200

g

0.95

 

Figura 3 Ações, geometria da barragem e propriedades mecânicas. 

Durante o processo de cálculo, a barragem foi inicialmente sujeita às cargas correspondes 

ao peso próprio e à pressão hidrostática. Numa segunda fase, com o objetivo de simular os 
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efeitos do galgamento da barragem devido a cheia, foi adicionada uma pressão hidrostática 

constante no paramento de montante. Em problemas de propagação de fratura, a robustez 

dos procedimentos numéricos é em geral uma questão da maior importância. Por esse 

motivo, durante o processo iterativo de “Newton Raphson”, o nível de carga correspondente 

à ação que simula o galgamento foi controlado de forma indireta usando técnicas de “arc-

lenght” nas quais se controlou a abertura da fissura10. Pelas mesmas razões (robustez), para 

a integração da equação constitutiva, foi usado um esquema do tipo “IM-PLEX” ([20, 21]).  

Para além da robustez dos procedimentos numéricos, outro aspecto fundamental na 

modelação numérica da fratura, é a dependência/independência dos resultados na malha de 

elementos finitos (“mesh bias dependesse” e “stress locking effect” - ver secção 2.1). Para 

avaliar a influência da malha de elementos finitos foram usadas duas malhas distintas: uma 

estruturada e outra não estruturada, que podem ser visualizadas na Figura 4: 

a) b) 

 
Figura 4 Malhas de elementos finitos utilizadas para os cálculos; a) Malha estruturada; b) 

Malha não estruturada. 

A análise e comparação de resultados foi realizada em duas fases:  

1. Inicialmente apresentam-se resultados obtidos com a formulação explorada neste 

trabalho (denominada, nesta secção de apresentação de resultados, como 

“formulação melhorada”) para as duas malhas de elementos finitos consideradas. A 

comparação dos resultados obtidos com ambas as malhas permite avaliar a 

influência da malha de elementos finitos na solução obtida, quer em termos de 

capacidade de resistência da barragem quer em termos da propagação da fissura. 

                                                 
10Procurou-se, usando técnicas de “arc lenght”, conferir ao procedimento numérico maior robustez. 
Note-se que estas técnicas permitem seguir caminhos de equilíbrio fisicamente instáveis evitando 
desta forma grandes saltos entre pontos de equilíbrio: “snap-throughs” (que podem aparecer quando 
se controla directamente o nível de carga), entre os quais a convergência é, em geral, muito difícil de 
conseguir. 
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2. Na segunda parte, os resultados obtidos com a formulação melhorada são 

comparados com os resultados obtidos usando a formulação clássica de elementos 

finitos. Uma vez que, em ambos os casos, é utilizado o mesmo modelo constitutivo, 

as melhorias encontradas refletem exclusivamente melhorias ao nível da formulação 

de elementos finitos. 

3.1 Influência da malha de elementos finitos  

Na Figura 5 apresenta-se a evolução do deslocamento no ponto A (ver Figura 3) em função 

da altura da onda de galgamento para ambas as malhas de elementos finitos (ver Figura 4). 

 

Figura 5 Deslocamento do coroamento em função da altura da onda de galgamento. 

Resultados obtidos com a formulação explorada neste trabalho (form. melhorada). 

As curvas apresentadas na Figura 5 mostram diferenças mínimas entre si, sendo 

indicadoras de um comportamento estrutural muito semelhante. Para ambos os casos o 

Ponto A é um ponto limite (máximo local) a partir do qual a fissura avança 

consideravelmente, sem aumento de carga, até ao ponto C (“snap-through”). A partir deste 

ponto a fissura continua a propagar, mas com aumento de carga, até ao ponto D, a partir do 

qual não foi possível continuar o cálculo. Na figura Figura 6 pode apreciar-se o grau de 

desenvolvimento da fissura para os pontos representados nas curvas da Figura 5. Na Figura 

7 ilustra-se a evolução dos domínios de injeção para dois instantes de cálculo e o "crack 

path” no instante final de cálculo.  

a) Ponto A b) Ponto C c) Ponto D 

 
Figura 6 Variável interna do tipo deformação (deformação plástica equivalente) em três 

instantes de cálculo representados na Figura 5 (malha não estruturada).  

A

B

C

D
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a) Ponto A b) Ponto C c) Ponto D 

 
Figura 7 Domínio de injeção e “crack path” em três instantes de cálculo representados na 

Figura 5, (malha não estruturada). 

Na Figura 8 é apresentada a distribuição da deformação plástica equivalente obtida para 

ambas as malhas de elementos finitos. A comparação dos dois resultados (ver sobreposição 

na Figura 8 c)) ilustra claramente que as soluções são muito próximas em termos da 

configuração da trajetória da fissura, o que indica que a direcionalidade da malha de 

elementos finitos não influencia os resultados obtidos. Na Figura 9 apresentam-se as 

configurações deformadas para ambas as malhas de elementos finitos. 

a) Malha estruturada b) Malha não estruturada c) Sobreposição 

 
Figura 8 Variável interna do tipo deformação.  

a)Malha estruturada b) Malha não estruturada 

 
Figura 9 Deformada amplificada no instante final do cáculo 
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3.2 Comparação com a formulação clássica 

Na Figura 10 apresentam-se as curvas de evolução do deslocamento no ponto A do 

coroamento (ver Figura 3) em função da altura da onda de galgamento.  

a) Malha estruturada b) Malha não estruturada 

Figura 10 Evolução do deslocamento no ponto A do coroamento (ver Figura 3) em função da 

altura da onda de galgamento. 

Verifica-se que as formulações clássicas sobrestimam a capacidade resistente da barragem 

o que se deve, essencialmente, ao fenómeno de bloqueio de tensões. Este efeito é superior 

para o caso da malha não estruturada o que é consistente com o facto de este fenómeno 

ser em geral mais gravoso para este tipo de malhas, para as quais existe uma maior 

probabilidade do elemento ser intersetado, pela fissura, de forma não paralela aos lados dos 

elementos.  

O efeito do bloqueio de tensões, pode ser também identificado através da distribuição da 

deformação plástica equivalente, Figura 11. Com efeito, verifica-se, para os resultados 

obtidos com a formulação clássica, que os efeitos não lineares se espalham, de forma 

espúria, por vários elementos na direção perpendicular à fissura. Ao contrário, para a 

formulação melhorada, os efeitos não lineares encontram-se altamente concentrados numa 

única camada de elementos, o que indica que os elementos na vizinhança da fissura 

descarregam elasticamente, não existindo portanto, qualquer transferência espúria de 

tensões. 

Os resultados apresentados nesta secção evidenciam as vantagens decorrentes do uso da 

formulação melhorada, verificando-se que esta efetivamente minimiza o fenómeno de 

bloqueios de tensões que é observável para as formulações clássicas. 
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a)Malha estruturada  b) Malha não estruturada 

Form. 
classica 

Form. 
melhorada

Figura 11 Variável interna do tipo deformação. Em cima, resultados obtidos com a 

formulação clássica. Em baixo, resultados obtidos com a formulação melhorada. 

4. CONCLUSÕES 

Neste trabalho explorou-se o potencial de aplicação das novas técnicas de injeção de 

modos de deformação (“strain injection techniques”) para a análise da propagação de 

fissuras em barragens de betão do tipo gravidade.  

Os resultados apresentados evidenciam, de forma clara, as melhorias decorrentes do uso 

destas novas técnicas, e a sua independência relativamente à malha de elementos finitos, 

evitando-se, desta forma, os efeitos de “mesh bias dependence” e “stress locking” que 

podem levar à formação de mecanismos de rotura irrealistas ou à sobrestimação da 

capacidade resistente da estrutura contrária à segurança. No exemplo apresentado, 

verificou-se que o uso de uma formulação clássica conduz a uma sobrestimação da 

capacidade resistente da estrutura na ordem dos 20 %. 

A metodologia apresenta diversas vantagens: 

 Generalidade – no sentido em que a metodologia afeta exclusivamente a formulação 

de elementos finitos, podendo ser utilizada para qualquer modelo constitutivo do 

continuum equipado com enfraquecimento. 

 Baixo custo computacional - a modelação da fissura é realizado no interior do 

elemento finito o que contrasta com outras metodologias (não locais [22-24], phase 

field [5, 25], etc) que usam vários elementos na banda de localização, o que obriga à 

utilização de malhas de elementos finitos extremamente finas. Refere-se ainda que 

todos os graus de liberdades adicionais (provenientes dos modos de deformação 

melhorados) são condensados ao nível elementar, o que mantém o custo 

computacional da metodologia na ordem das formulações clássicas de elementos 

finitos em deslocamentos. 
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 Independências dos resultados da malha de elementos finitos. 

 Implementação numérica não invasiva. A metodologia, associada com a “crack-path-

field technique”, prescinde de algoritmos captura de descontinuidades (“tracking”), 

usualmente usados com os métodos do tipo E-FEM [9] ou X-FEM [10], e que são 

invasivos do ponto de vista da programação. Eliminando-se a necessidade do uso 

destes algoritmos globais, a implementação é mais directa, e as alterações a realizar 

num código não linear de elementos finitos concentram-se, essencialmente, no nível 

do elemento finito. 

Estas propriedades permitem aos autores pensar que as técnicas numéricas exploradas 

neste trabalho têm potencial para ser competitivas relativamente a outras metodologias [5-8] 

recentemente propostas no âmbito do método dos elementos finitos para modelação 

numérica de fratura. A extensão a 3D, atualmente em desenvolvimento, abrirá o campo de 

aplicação a barragens abóbada. 
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