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Resumo. O presente trabalho apresenta dois modelos anafitipara o célculo de vigas

encastradas numa extremidade e simplesmente aor@autra, submetida a um momento
externo, e para vigas encastradas nas duas extegiag] com possibilidade de

deslocamentos transversais numa delas, submetisi@aaforga concentrada.

As expressdes apresentadas permitem determinaresl®cdmentos de qualquer seccgéo
transversal e estabelecer as relagbes de rigidexiga em flexdo simples, para qualquer
nivel de carga, em regime elastico ou elastoplas#dém disso, possibilitam o controlo dos
estados limites de deformacao, associados a qualdeglocamento da viga, e detectar os
estados limites Ultimos associados a capacidad#eflermacdo do material.
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1. INTRODUCAO

A analise do comportamento de vigas em regimeietéshcontra-se actualmente bastante
simplificada, gragcas as expressdes analiticas delsedas no ambito da Teoria da
Elasticidade, que permitem efectuar um calculo éitpedos esforgos, da rigidez e dos
deslocamentos de qualquer secc¢do transversal deemigestudo. No entanto, é actualmente
reconhecido que, no caso de vigas de aco, alguasasedcdes transversais podem ultrapassar
o estado limite elastico, desde que a sua segurdgit;aeja condicionada por fendmenos de
instabilidade. A aceitacdo do funcionamento destésmentos estruturais em regime
elastoplastico, em determinadas condig6es pan&sjlgpermite justificar uma préatica de
dimensionamento menos conservativa e, portants et@ndmica.

No entanto, uma das dificuldades que resultam dept#io reside no facto de as
expressdes analiticas existentes, fornecidas pelarial da Elasticidade, ndo serem
apropriadas para o calculo elastoplastico destemesitos, uma vez que as relacbes
constitutivas da viga deixam de ser lineares.

Uma solucdo para este problema consiste na ufiizde métodos de calculo numéricos.
Porém, sdo ainda raros os programas de célculmplastico de estruturas, a disposicao da
generalidade dos projectistas, que permitem corssids efeitos da evolucdo progressiva da
plastificacdo, ao longo das seccdes transversdis eomprimento da viga, sobre a perda
gradual da sua rigidez e, consequentemente, sobéécwlo dos respectivos deslocamentos.
Além disso, a utilizacdo destes programas é hdbiierde demorada, devido ao tempo
requerido pela preparacao de dados e tratamemesdikados.

O presente trabalho apresenta um conjunto de esg@esnaliticas para o célculo de vigas
de aco hiperestaticas, sujeitas a accdo de forgammamentos concentrados numa das
extremidades. Estas expressdes permitem deterosrdgslocamentos, flechas e rotagdes, de
gualquer secc¢ao transversal e, portanto, estabelsoelacdes de rigidez da viga em flexao
simples, para qualquer nivel de carga, em regiéastied ou elastoplastico.

O conhecimento destas expressdes pode revelarstantea Gtil na realizacdo de um
célculo expedito do comportamento da viga em regiastoplastico, através do recurso a
uma simples folha de célculo.

As expressOes referidas foram obtidas através tegratdo de outras expressdes
analiticas, desenvolvidas pelo autor, que estabmlea relacdo entre os esfor¢cos e as
deformacgdes globais das seccdes transversaisgamerelastico e elastoplastico, e permitem
determinar a evolucao dos limites das zonas plestiis em funcdo da intensidade da carga
aplicada. Estas expressdes dependem da geomesrigedades transversais; no presente
trabalho é abordado o caso particular de vigagdgie transversal rectangular.

Embora este estudo apresente um interesse ess@rti@alacadémico, em termos da sua
aplicacdo ao célculo das estruturas metalicas rese o processo de deducdo das
formulacdes analiticas apresentadas constitui uas® Ipara a compreensdo de modelos
analiticos relativos a vigas constituidas por ses¢fansversais de forma mais complexa, tais
como as secgdes em | ou as seccdes tubularesxgraple. Nas referéncias [6, 7, 8, 9] sao
apresentados outros exemplos de modelos analiticelativos ao comportamento
elastoplastico de vigas isostaticas com seccoesveesais destes tipos.
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2. VARIAVEIS DO PROBLEMA

O modelo analitico exposto no presente trabalhiéaael a vigas de aco constituidas por
elementos lineares, cujo comportamento dependex@abiaente das extensdes normais as
seccdes transversais, podendo-se desprezar antiludas restantes componentes do tensor
de extensbes, nomeadamente no que se refere amaedes resultantes de solicitagbes de
corte ou de torcdo. As seccdes transversais das s#@p solicitadas em flexdo simples, pelo
gue o seu unico esforgo interno relevante é o muorflattorM. As variaveis cinematicas do
problema séo as rotac6@e as flechas das seccdes transversais.

As vigas encontram-se isentas de quaisquer fen@nmstabilidade que possam limitar
a sua capacidade de deformacédo em regime elastielastoplastico.

Supde-se que o comportamento do aco é elastoplgsideito (sem endurecimento), e
simétrico em traccdo e em compresséo. A extens@edincias, estabelece a fronteira entre
0 comportamento elastico linear, caracterizado pmlddulo de elasticidadd, e o
comportamento plastico perfeito, caracterizadoymmaodulo de elasticidade tangente nulo,
E=0. A extensdo maximg representa o limite maximo de capacidade de defgimdo aco,
apos o qual ocorre a sua rotura.

As expressdes analiticas para o calculo da vigaes&@dtas em funcdo de variaveis
reduzidas (adimensionais), obtidas a partir dasdividas variaveis de base do problema por
factores de escala adequados [1, 2, 3, 4, 5].

O factor de escala seleccionado para o momenttofldt € o momento elasticiy,
correspondente ao estado limite elastico da seegéiflexdo simples, quando € atingida a
extensdo de cedénci na fibra da seccdo mais afastada do seu centgradédade, de
coordenaday. O momento flector reduzido € definido atravegxiaresséo (1):

m=M/M, =M/Ely, (1)

Nesta expressao, a variavehdica 0 momento de inércia da sec¢do em relagdixa de
flexao (eixoyy), e xy=&/zv representa a curvatura da sec¢ao no corresponelstao limite
elastico. A curvatura reduzida da secqac definida atraves da expresséao (2):

H=X] Xy 2

Em regime elastico tem-ge<l e 1<1, e em regime plastico>1 e >1. O estado limite
elastico corresponde a situacdo em oud e 4=1. Em regime elastoplastico, as fronteiras
entre a zona elastica da seccdo transversal e res Zmastificadas, em traccdo ou em
compresséo, sdo dadas pelas coordenadas reduziddlg: e 7 = -1/, em quer = z/z,
representa o valor reduzido da coordenada, seguedm®zznormal ao eixo de flex&gy, de
uma fibra qualquer da seccgéao.
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3. VIGA SUBMETIDA A MOMENTO CONCENTRADO NUMA EXTREM IDADE
3.1. Descricéo geral do problema

O primeiro modelo analitico apresentado neste linabé& aplicavel a vigas encastradas
numa extremidade e simplesmente apoiadas na odteargdade, onde sao submetidas a um
momento externo concentradM, Na fig. 1 sdo indicadas as principais variaveiss d
problema, na sua forma dimensional, bem como antagéo dos eixos dos sistemas de
coordenadasg ez, e a convengao de sinais positivos das rotag@éedas flechag das secgbes
transversais da viga. Na fig. 2 sdo indicadas asmas variaveis, na sua forma reduzida.
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Figura 1. Variaveis dimensionais Figura 2. Variaveduzidas

A distribuicdo dos momentos flectores nestas vigaspresentada pela equacao (3), em
gue o valor das reaccoes verticals;Vo=(M; + Mp)/L, pode ser obtido através das condi¢cbes
de equilibrio estatico da viga. Se o momeévitdor indicado em funcdo do momento actuante
M,, através da relac@d, = a M,, a expresséo (3) toma a forma indicada na equégapBor
sua vez, esta expressao pode ser escrita numa feduzida, através da equacéao (5), em que
A=x/L €é a coordenada reduzida de cada seccgdo transeensa: M, /M representa o

valor reduzido do momento actuaig.

M(x)=-M, +V, X (3)
M(x)=-a M, +(@M, +M,)x/L (4)
m(A)=(-a+@+a)A)m, (5)

3.2. Distribui¢cdes das flechas e rotagBes em regirlkdstico

O momento maximo na viga ocorre na secgab, ondem(1) = m,. Deste modo, a viga
encontra-se em regime elastico quamd=1)<1 ou seja, quando,< M, em quam, &1 (5).

Neste caso, todas as seccdes transversais seranta@r regime elastico, pelo que a
respectiva relacdo momento-curvatura, expressaaeaveis reduzidas, é dada pela equacao (6)
[1,2,3,4,5]

m(4) = u(4) (6)
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As flechas e rotacdes das secgbes transversaisnpeeledeterminadas com base numa
hipotese classica dos modelos de célculo de panedtem, segundo a qual a rota¢de a
curvaturay de uma secc¢do de coordenadaodem ser obtidas através da primeira (7) e da
segunda (8) derivadas da distribuicdo dos deslat@as\eerticaiss das secgdes transversais
da viga:

o(x) = 24 %) )
X
0°v(x) _06(x)
= = 8
X(x)==2 = ®)
A distribuic@o das rotacted, (10), pode assim ser obtida atraves da integrdgam. (8):
dx
Ou(A)=x, JulA) A+ Cy (©)
(M) =x, Lm, (~a+(+a)i/2)A+C (10)

Por sua vez, a distribuicdo dos deslocamentoscaestidas secc¢besg (12), pode ser
obtida através da integracdo da equacéao (7), fadawutravés da expressao (11):

dx
Va(1)=[6,(1) gy da+C, (11)
V()= x, U m, (~aj2+ (1+a)A/6) F +C,LA+C, 12)
As constantes de integrag@pe C, sdo obtidas através das condi¢Ges de fronteivagda
6,(A=0)=0=C, =0 (13)
vV, (A=0)=0=C,=0 (14)

Por sua vez, a relag@pentre os momentas e m, pode ser obtida através de uma outra
condigéo de fronteira:
Vy(A=1)=0=>a =12 (15)

Sendo assim, as distribuicbes dos valores reduridssotacéesd; , e das flechass,
podem ser escritas, em funcdo da coordedatiseccdo em questéo, através das expressoes
(16) e (17):

* _5e|(/‘)_ _ i

6, (A)= L =m, (-2+34)7 (16)
* _Vel(/‘)_ _ /]_2

Vo (=07 =m (1 A) (7

As equacdes (16) e (17) podem ser escritas sobafaliimensional, bastando para tal
efectuar as substituicdess’ =6'/(,YyL), v =v/(,YyL2), A=x/L, m=M,/M, e

X, =M, /EI.
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3.3. Distribui¢cbes das flechas e rotacdes em regimkastoplastico

Quando o valor reduzido do momento actuante é guperl (n.>1), a viga encontra-se
em regime elastoplastico. Depois de o limite etéster sido ultrapassado nas fibras mais
deformadas das secc¢des mais proximas do apoioesimplplastificagdo da viga comecga a
expandir-se ao longo do seu comprimento e da altda® secgOes transversais mais
deformadas, a partir das fibras onde vai sendgidara extenséo de cedéngjalo material.

Apos o inicio da plastificacdo da viga, esta passar constituida por um tro¢co em regime
elastoplastico (onde(A)>1) e por um troco em regime elastico (ondd)<1). A localizacao
da seccad; ¢, que estabelece a fronteira entre estes doisstrpeale ser efectuada através da
resolucdo da equacagm,, A; =1, que conduz a expressao (18).

=Ym+a (18)

e 1+a

No caso de uma sec¢ao se encontrar em regimeésiico, 0 momento interno varia
de forma ndo linear com a respectiva curvaturadevido a evolugdo progressiva da
plastificacdo ao longo da altura da seccdo. Estduedo depende da forma da seccéo
transversal, pelo que deverdo ser considerada®mliés relacbes momento-curvatang)
para cada tipo de secgéo transversal.

A determinacdo das relacdes constitutivas, em eegitastoplastico, entre os esforgos
(esforco normah e momento flectom) e as deformacdes globais (deformacao agial
curvaturay) de seccgoes transversais de diferentes formas efidas a flexdo composta,
constituidas por materiais com (ou sem) fase dereahento em regime elastoplastico, tem
constituido objecto de outros trabalhos do autp2[13, 4, 5], para 0s quais se remete uma
leitura mais aprofundada sobre este assunto.

No caso particular de seccdes rectangulares sugeftaxdo simples®0 en=0), constituidas
por um material elastoplastico perfeito (sem entlorento), a relagdo momento-curvatura
em regime elastoplastico é expressa, em termosuieveis reduzidas, através da expressao
(19), ou da correspondente relagao inversa (20):

3 1
"2 2u° (19)
1
= | 20
1= 30m (20)

Quando a viga se encontra no dominio elastoplasiEdalistribuicdes das rotacbes e das
flechas podem ser obtidas de modo idéntico acadib para o dominio elastico, através das
expressoes (9) e (11).

Neste caso, 0s integrais sdo decompostos em duas, p&lativas as sec¢des em regime
elastico (&A<A1¢), G € Ve, € as seccdes no dominio elastoplastties(i<l), &, e vep Na
primeira parte a funcda(m) é dada pela equacédo (fxm, enquanto que na segunda parte a
funcdoy(m) é dada pela expresséao (20).
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A distribuicdo das rotacdes, obtida por integradg@iourvatura das secgdes (9), € dada por:
0<A<A,=60,(A)=x,Lm A (-a+1+a)i/2)+C,

L 2 21
M, <A<1l= eep()l):ﬁ (1— 3-2m(A) —a m,(1+a ma)+%J+C5 (1)
a)m,
A distribuicédo das flechas, obtida por integracas tacdes das seccdes (11), € dada por:
0<A< A, = Vg(A)=x, P m, ¥ (-a/2+(1+a)A/6)+CsLA+C,

2

XL
St o m) -amfeam)-

. +2(3-2m(2)*? +(1+a ma)(Sa' m,(1+a m)-2(1+am,)? —6)— 2]+ C.LA+C,

2
Mp<ASL1vg(A)= @+am,)

+1J + (22)

em que o valor dm(A) é dado pela expresséao (5).
As constantes de integrag@¢a Cs sdo obtidas através das condi¢cfes de fronteira:

6,(A=0)=0=C,=0 (23)
v, (A=0)=0=C, =0 (24)
Xyl 1+am,)’
(A= 4,)= 0N = Ap)= Co= {1—a m,(@L+a ma)+@J (25)

V(A= A) V(A= A,) = ..

2

X, L
C - _Ay-
=L 6(1+a)2ma2

[(1+a ma) (30 ma(1+a ma)_2(1_|_ama)z_6)_2] (26)

Por sua vez, a relacao entre os momentasy e my em regime elastoplastico pode ser
obtida através da condi¢éo de fronteira:

Vo,(A=1)=0=6m,(1+a )(—a m,(1+a m,)+ (1+ama)2/2+1)+...
L+2(83-2m )P +(1+a ma)(Sa m(l+am)- 2(1+a'ma)2—6)—2:0

Esta expresséao fornece, sob forma implicita, orvddovariavela em funcdo do momento
actuantamn,. Em face da dificuldade de determinacdo do vatar d partir desta expressao, a
equacao (27) pode, para efeitos préticos, serisiilat pela expresséo (28), ajustada através
de um método de regressao polinomial aos valoregrdg no intervalo ¥ my<m,, em que
m, representa 0 momento maximo suportado pela seccgéo.

a =-2,614502+13,111876m, - 22,036588n,” +18,49405Mm,° - 7,757566n,* +1,302685n,°  (28)

(27)

O valor dem, pode ser obtido através da introducdo na equd®alé curvatura maxima
MH=L=&l &, suportada pela secgdo transversal quando as fibess deformadas da seccao
atingem a extensdo maxima suportada pelo materies ale entrar em roturg, Para outras
seccoes, constituidas por materiais com (ou sethyrecimento em regime elastoplastico, o
valor dem, pode ser obtido através de expressdes apresenasiesferéncias [1, 2, 3, 4, 5].
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O valor médio da diferencga relativa entre os valalea fornecidos pelas expressdes (27)
e (28), obtidos numa amostra de cinquenta valoeesngdcompreendidos no intervalo
1< my < m,, foi de 4,410°. O maximo valor absoluto desta diferenca reldtvae 0,028%.

3.4. Relacdes de flexibilidade e de rigidez da vigen regime elastico e elastoplastico

As relacdes de flexibilidade, em regime elastietastoplastico, entre os valores reduzidos
do momento aplicadan,, e da rotacd@ na extremidade da viga onde aquele se encontra
aplicado, podem ser obtidas através da introdugdmddicdol=1 nas equacdes (16) e (21).
Na prética, estas relacdes podem ser sintetizasaa Gnica expressao (29):

.6, f

g, = = 29
2 /\/y L 4 ma ( )

em quet=64=1) e
Osm<l=f=1,=1

lsmsm=f=f1,=

(1+a)m, 2

Recorda-se que em regime elastoplastico o valgrad@metroa pode ser obtido, através
da equacdao (28), em funcdo do momento aplicado

Por sua vez, as relag6es de rigidez, em regiméocel&selastoplastico, podem ser obtidas
atraves da expresséao (31), inversa da equacéo (29):

6,

y

— (1— 3-2m, —am(l+a ma)+—(1+ama)2J (30)

m, =4k L:4k92* (31)

em que:

Osm<l=k=k, =1
{ rna = el (32)

lsm sm =k=k, =11,

O coeficienteke, indicado nesta Ultima expresséo, sendo calculgoiartir do inverso do
coeficientefe, indicado na expresséo (30), apresenta a desvamtdgeser uma funcéo do
momento aplicadon, em vez da rotagéo reduziﬁéz&zl)(y L, como seria mais conveniente
na aplicagdo da equacdo (31). Em alternativa e g@itos praticos, é possivel recorrer a
expressao (33), ajustada através de um métodguEsséio polinomial aos valoresldgez*)
no intervalo ¥ nmp < m,.

ke, = 0,1482616% 7,43041126, -19,792265&92*)Z +14,66220£H;)3 (33)

O valor médio da diferenca relativa entre os valordg ernecidos pela expresséo (33) e
pelo inverso do valor d&, calculado através da expresséo (30), obtidos numa amostra de
cinquenta valores dew compreendidos no intervale n, < m, foi de 3,410°. O maximo
valor absoluto obtido para esta diferenca relativa foi inferior a 0,21%.
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Chama-se a atencdo para o facto de a equacdo (31) se poder escbeverma
dimensional, dando lugar a expresséao (34), bem conhecida através idadadblasticidade
(quanddk=ke=1):

M(,;k%a2 (34)

A figura 3 mostra uma representacédo da fungé@: ) (31) em regime elastoplastico
(1= my < my), permitindo observar a nédo linearidade introduzida nesta funcéo pétierte
kep (33) em lugar do coeficiente=1 utilizado em regime elastico.

ma

1,50 YV

1,45 7 —
11407 ma:452* /
1,35 » .
! =4k 6
1,307 rna kep 2
1,25
1,20 /
1,159 Seccao

Lol 0 Rectangular
1,05

1,00 |
0,25 0,30 0,35 0,40 0,45 0,56a 0,55

Figura 3. Relacdo momento-curvatura em regime glkstiico
(expressa em variaveis reduzidas)

Finalmente, faz-se notar que uma vez conhecido o valoy, éen funcéo da rotacé® é
possivel determinar o coeficientg, através de uma das expressdes (15) ou (28), e,
consequentemente, determinar o valor do momento flector (5), da r¢i&caa 21) ou da
flecha (17 ou 22) de qualquer seccgéao transversal da viga, bem como das reac¢des nos apoios.
Para estas variaveis, em particular, € possivel definirgasnses relacdes, (35) e (36),
igualmente bem conhecidas através da Teoria da Elasticidade (dukadt e a=1/2).

4El|

Mr:aMa:kang (35)
1+a 1+a 4El 41+a)El
Vl:VZZTMa:kTTQZZK%HZ (36)
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4. VIGA SUBMETIDA A MOMENTO CONCENTRADO NUMA EXTREM IDADE
4.1. Descrigao geral do problema

O segundo modelo analitico apresentado neste trabalho é aplicayas wcastradas em
ambas as extremidades, com possibilidade de deslocamentos tragswersai destas
extremidades, onde se encontram submetidas a uma forga conceranadarsal P. Na
fig. 4 sdo indicadas as principais variaveis do problema, na sua formasitbnal, bem como
a orientacdo dos eixos dos sistemas de coorderaglase a convencao de sinais positivos
das rotacOed e das flechas das seccgbes transversais da viga. Na fig. 5 s&o indicadas as
mesmas variaveis, na sua forma reduzida.

i) "4
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% TY\ 6(x)
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Figura 4. Variaveis dimensionais Figura 5. Variavetuzidas

A distribuicdo dos momentos flectores é representada pela eq@3a3gaem que os valores
da reaccao vertical/;=-P e dos momentos flectored; = M,=-PL/2 podem ser obtidos
através das condicdes de equilibrio estético e de anti-simetria do compartdeneiga.

A equacao (37) pode ser escrita sob forma reduzida, através dasérp(88), em que
A=x/L € a coordenada reduzida de cada seccgdo transverge /P, = PL/(ZMy)
representa o valor reduzido da forga actudnte,

M (x) = -M, +V, x (37)
m(A)=(1-24) p (38)

4.2. Distribui¢cbes das flechas e rotacdes em regimlastico

O momento maximo na viga ocorre simultaneamente nas sedgfe® A=1, onde
[m(A)| = p. Deste modo, a viga encontra-se em regime elastico quapEd®) <1 ou seja,
guandops< p., em quepe~1 (38). Neste caso, todas as secches transversaissdgram em
regime elastico, pelo que a respectiva relacdo mimrgairvatura, expressa em variaveis
reduzidas, é dada pela equagéo (6).

As flechas e rota¢des das secgOes transversais podem, umaisezer determinadas com
base na integracédo das equacdes (7) e (8).

Assim, a distribuicdo das rotacdék, pode ser obtida através da expressao (39):

d
6.(1)=x, [ pl-24) JdA+Co=x, Lpli-F)+C, (39)

10
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Por sua vez, a distribuicdo dos deslocamentos verticais dg¥esgg, pode ser obtida
através da expresséo (40):

va(1)=]8, (/1)% d+C, = x,2p(#/2-#/3)+C LA +C, (40)

As constantes de integrag@pe C, séo obtidas através das condi¢des de fronteira da viga:
6,(A=0)=0=C, =0 (41)
vV, (A=0)=0=C,=0 (42)

Mais uma vez, as equacdes (39) e (40) podem ser escritas saldforemsional, bastando
para isso efectuar as substituic@les x/L, p= PL/(ZMy) ex,=M,/EI.

4.3. Distribui¢cdes das flechas e rotagfes em regimkastoplastico

Quando o valor reduzido da for¢a actuante € superiorpze1)),(a viga encontra-se em
regime elastoplastico. Uma vez ultrapassado o limite elasticéibmas mais deformadas das
seccdes mais proximas dos apoios, a plastificacdo da viga caregpandir-se ao longo do
seu comprimento, a partir das duas extremidades, e ao longo da altigecdass mais
deformadas, a partir das fibras onde vai sendo atingida a extenséo de cgdinoaterial.

Apoés o inicio da plastificacdo da viga, esta passa a ser catsstfaf dois trogcos em
regime elastopléstico (ond&(A)[>1) e por um trogco em regime elastico (ofmél)|<1). A
localizagdo das seccOds. e e, que estabelecem as fronteiras entre o trogo elastico e cada
um dos trocos elastoplasticos, pode ser efectuada através dacdesdas equacdes
m(p, A1e )=+1 em(p, A16)=-1, que conduz as expressdes (43) e (44).

+ 1 p_l
A =_r - 43
le 2 p ( )
- _1p+l
== 44
le 2 p ( )

No caso de uma sec¢do se encontrar em regime elastoplastielac@ momento-
curvatura é expressa, em termos de variaveis reduzidas, atsa@@sressao (19), como foi ja
anteriormente referido.

Quando a viga se encontra no dominio elastoplastico, as distribuicOedtad@®s e das
flechas podem ser obtidas de modo idéntico ao utilizado para o dondisticcel através das
expressodes (9) e (11). No presente caso, 0s integrais sdo decompdsésspamtes, relativas
as seccbes em regime elastich J{<A<A16), Gy € Ve, € as seccBes nos dois dominios
elastoplasticos @1<A1¢), Gp € Vep , € (1e<A<1), Gy € Vep. NO trogo elastico a funcdo
M(m) é dada pela equacdo (@m; no primeiro trogo elastoplastico, onde 1, (m) é
representada pela expresséo (20), enquanto que no segundo troco elastoplasting;londe
L(m) é representada pela expresséao (45):

p=-1/3+2m (45)

11
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A distribuicdo das rotacdes, obtida por integrata@iourvatura das seccdes (9), € dada por:

L
0<A<A, =8, (1)= XZV J3-2m(A) +cC,
p

M <A<A =0,M)=x,Lph-2)+c (46)

L
Xy = [3eom(a) +C,

y
2p

My <A<1=6,7(1)=

A distribuicé@o das flechas, obtida por integracas tacdes das secc¢des (11), € dada por:

X, L
12p®

A <A< A, = v(A)=x, Lp(R/2-/3)+ CLA +C, (47)

0<A< A, =V, ()=

3-2m(A)** +C,LA+C,

2

Xy L
12p®

A

. <A1y, (4)=- B+2m(A))** +C, LA +C,

em que o valor dm(A) é dado pela expresséao (38).

As constantes de integrag@ga Cg sdo obtidas através das condi¢Bes de fronteira:

R L
6, (1=0)=0= 03:—)(2yp J3-2p (48)
+ _ _ _ /Y L2 3/2
V,, (1=0)=0=C, _—1§p2 (3-2p) (49)
+ + + X L 3- 2
Oy (A=A") =00 (A= A7) = Co == (\/3—2p - J (50)
L2
ve,:u:Al.;):velu=A1;>:Ce,:—f2yp2((3—2p)3“2—§(p3-9p+10)] (51)
- - _ X, L
Hel(/1 =/11e ):Hep (A :Ale ):>C7:_ zyp V3_2p (52)
- - - X, L 32
(A=A ) 2wy (1= 4,0)= G == 220 (32910 (53

12
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4.4. Relag6es de flexibilidade e de rigidez da vigan regime elastico e elastoplastico

As relacdes de flexibilidade, em regime elastiebastoplastico, entre os valores reduzidos
da forca aplicadqy, e do deslocamento transvergalna extremidade da viga onde a forca se
encontra aplicada, podem ser obtidas através dadugdo da condicdd=1 nas equacdes
(40) e (47). Na pratica, estas relacfes podenirgetizadas numa Unica expressao (54):

»_ v, _f
v, = =— 54
2 )(y L2 6 p ( )

em quev,=v(4A=1) e
O<p<l=f=f,=1

_ [3= 55
ISpSpu:>f:fep:5 (3+p)33 2p (%5)
p
A variavel p, representa o valor reduzido da forca aplicBgao estado limite dltimo da
viga, quand@,=m(A=0)=-m(A=1)=m, (83.3.).
Por sua vez, as relag6es de rigidez, em regiméocel&selastoplastico, podem ser obtidas
através da expressao (56), inversa da expressfio (54

V2
2

p=6k =6kv, (56)

y
em que:

0O<psi=k=k, =1
(57)

lspsm,=k=k,=1f,

O coeficienteke, indicado nesta ultima expresséo, sendo calculggarta do inverso do
coeficientefe, indicado na expresséo (55), apresenta a desvamtdgeser uma fungéo da
forca aplicadg em vez do deslocamento reduzide-v. Ixy L2, como seria mais conveniente
na aplicacdo da equacado (56). Em alternativa e @f@itos praticos, € possivel recorrer a
expressao (58), ajustada através de um métodaoess@io polinomial aos valoresk;igvz*)
no intervalo ¥ p < p,.

k,, =0,15994962 11,113201, -44,895861v, | +50,47988(y, | (58)

O valor médio da diferenca relativa entre os valalek., fornecidos pela expresséo (58) e
pelo inverso do valor d&, calculado através da expressdo (55), obtidos ramastra de
cinquenta valores dp compreendidos no intervalesp < py, foi de 4,%10°. O méaximo
valor absoluto obtido para esta diferenca reldovanferior a 0,20%.

Chama-se a atencdo para o facto de a equacao €5@pder escrever sob forma
dimensional, dando lugar a expressao (59), bemewiaid através da Teoria da Elasticidade
(quanddk=ke=1):

12E|

P:kTVZ (59)

13
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A figura 6 mostra uma representacdo da fungfe) (56) em regime elastoplastico
(1= p<pu), permitindo observar a ndo linearidade introdazigésta funcdo pelo coeficiente
kep (58) em lugar do coeficiente=1 utilizado em regime elastico.

1,50 S
//

1145 - / //

1,40 p= 6V2 74 L~

1,351 / p=6kv,
1.30 |
1.25 - //

1,20 / Seccao —
1,15 Rectangular
1,10 /
1,05 7

] V *
1,00 +—4 2

0,15 0,17 0,19 0,21 0,23 0,25 0,27 0,29 0,31 0,33 0,35

Figura 3. Relacao forca aplicada-deslocamento tesigalem regime elastoplastico
(expressa em variaveis reduzidas)

Finalmente, faz-se notar que uma vez conheciddar da p em funcéo da rotacén é
possivel determinar o valor do momento flector (88)rotacéo (39 ou 46) ou da flecha (40 ou
47) de qualquer seccao transversal da viga, bero dasireac¢des nos apoibk, Vi e Va.

Para estas variaveis, em particular, &€ possivéhidels seguintes relacdes, (60) e (61),
igualmente bem conhecidas através da Teoria dtididasle (quandéi=ke=1).

12E|

VlzpszVZ (60)
PL 6El
M]_:Mz:_?:k?Vz (61)

4. CONCLUSOES

O presente trabalho apresenta dois modelos apalifiara o calculo elastoplastico de
vigas de aco hiperestaticas. O primeiro modelo kcéyel a vigas encastradas numa
extremidade e simplesmente apoiadas na outra egxde) onde se encontram submetidas a
um momento externo concentrado; o segundo modfEerse a vigas encastradas em ambas
as extremidades, com possibilidade de deslocaméatusversais numa destas extremidades,
onde se encontram submetidas a uma forca concantradsversal. Supde-se que o0
comportamento do material constituinte é elasttiplaperfeito (sem endurecimento).

14
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As expressodes analiticas apresentadas permitermileae os deslocamentos, flechas e
rotacdes, de qualquer seccao transversal, e, portastabelecer as relacdes de rigidez da
viga em flexdo simples para qualquer nivel de caggaregime elastico ou elastoplastico. As
relacdes de rigidez correspondentes a uma respl@sttica e a uma resposta elastoplastica
perfeita da viga fornecem as fronteiras do compwtdo de uma viga real, constituida por
um ago com as fases tipicas de comportamento celastventual patamar de cedéncia e
comportamento elastoplastico acompanhado de ench&eto.

A aplicacdo destas expressdes analiticas podeareselparticularmente Util na realizagdo
de um calculo expedito do comportamento de uma eigaegime elastoplastico, através do
recurso a uma simples folha de calculo. Aléem digstas expressbes permitem controlar
directamente os estados limites de deformacéocias®s a qualquer deslocamento da viga
em regime elastico ou elastoplastico, bem comoctiet®s estados limites ultimos da viga
associados a capacidade maxima de deformacao doahabnstituinte.
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