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RESUMO

O presente trabalho destina-se a apresentar yimeole expressoes analiticas
para o calculo de vigas-consola de seccao eneltasip cargas uniformemente distribuidas, em
regime elastico ou elastoplastico. A sua deduc8ediase na integracao de relacdes analiticas,
estabelecidas pelo autor, entre os esfor¢cos dasedes globais de seccdes de perfisem |, em
regime elastico e elastoplastico.

Os resultados obtidos através destas expressaes ¢omparados com os fornecidos por
um programa de elementos finitos. O excelente acemtte os resultados destes dois métodos
justifica a aplicacdo destas expressdes, em diteareos modelos numéricos, no calculo das
flechas e rotacdes das seccOes deste tipo de eétmmastruturais, em regime elastoplastico.

1. INTRODUCAO

A analise do comportamento de vigas-consola emmeeglastico encontra-se actualmente
bastante simplificada, gracas as expressdes aaaliiesenvolvidas no ambito da Teoria da
Elasticidade. No entanto, é actualmente reconhegidpno caso de vigas de aco, algumas das
seccOes transversais podem ultrapassar o estati dildstico, desde que a sua seguranca néao
seja condicionada por fendmenos de instabilidag®oum valor excessivo dos deslocamentos da
viga. A aceitacao do funcionamento destes elemeastogturais em regime elastoplastico, em
determinadas condic¢des particulares, permite jeatiima pratica de dimensionamento menos
conservativa e, portanto, mais economica.

No entanto, uma das dificuldades que resultam dgstdo reside no facto de as
expressdes analiticas existentes, fornecidas gelaalda Elasticidade, ndo serem apropriadas
para o calculo elastoplastico deste tipo de elepsenima vez que as relacdes constitutivas da
viga deixam de ser lineares.

Uma solucéo para este problema consiste na ufilivae métodos de calculo numéricos.
Porém, sdo ainda raros os programas de calculmgliastico de estruturas, a disposicdo da
generalidade dos projectistas, que permitem corsids efeitos da evolucdo progressiva da
plastificacéo, ao longo das secc¢des transversisemprimento da viga, sobre a perda gradual
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da suarigidez e, consequentemente, sobre o célusil@spectivos deslocamentos. Aléem disso, a
utilizacdo destes programas € habitualmente demomevido ao tempo requerido pela
preparacado de dados e tratamento de resultados.

O presente trabalho apresenta um conjunto de egaes®naliticas para o calculo de
vigas-consola de seccao em |, sujeitas a carg&srmeimente distribuidas. Estas expressoes
permitem determinar os deslocamentos, flechagedes, de qualquer seccéo da viga, em regime
elastico ou elastoplastico. A sua deducéo foizadh atraves da integracao de outras expressoes
analiticas, desenvolvidas pelo autor, que estadraleaelacao entre os esforcos e as deformacgdes
globais de seccdes de perfis em |, em regime etéastelastoplastico, e permitem determinar a
evolucéo dos limites das zonas plastificadas, agdalas secc¢des transversais das vigas, em
funcao da intensidade da carga aplicada.

Os resultados fornecidos pelas expressdes aprdasmiaste trabalho foram comparados
com as solucdes fornecidas por um programa delocdlameérico, em regime elastoplastico [1].
As diferencas obtidas sao reduzidas, justificarajaiaacéo destas expressoes, em alternativa aos
modelos numeéricos, no calculo elastoplastico dgstede elementos estruturais.

2. VARIAVEIS DO PROBLEMA

As expressodes analiticas apresentadas no pressdthd sédo aplicaveis a vigas de aco
em consola, constituidas por elementos linearssagio transversal em |, simétrica em relagéo a
ambos os eixos principais de inércia. O comportaondestas vigas depende essencialmente das
extensdes normais as seccoes transversais, podendiesprezar a influéncia das restantes
componentes do tensor de extensfes, nomeadamenie e refere as deformacdes resultantes
de solicitacdes de corte ou de torcédo. O Unicagsiaterno relevante € o momento fledvbr
As variaveis cinematicas do problema séo as rosa6es flechas das secc¢bes transversais.

As vigas encontram-se isentas de quaisquer fen@n@maonstabilidade que possam
limitar a sua capacidade de deformacéo em regiasti@ ou elastoplastico.

O comportamento do aco é elastoplastico perfedm @ndurecimento), e simeétrico em
traccéo e em compressao. A extensao de ced§mrsibelece a fronteira entre o comportamento
elastico linear, caracterizado pelo modulo de ieldsideE, e 0 comportamento plastico perfeito,
caracterizado por um moédulo de elasticidade taegento, E=0. A extensdo maxim&,
representa o limite maximo de capacidade de defgiando aco, apos o qual ocorre a sua rotura.

As expressdes analiticas para o célculo da vigaesétas em funcdo de variaveis
reduzidas (adimensionais), obtidas a partir dasdividas variaveis de base do problema por
factores de escala adequados [1],[2], [3].

O factor de escala seleccionado para 0 momentwifist € o0 momento elastichly,
correspondente ao estado limite elastico da seegédlexdo simples, quando € atingida a
extensdo de cedénci nas fibras da sec¢do mais afastadas do seu aengoavidade, de
coordenaday. O momento flector reduzido é definido atravégexiaressao (1):

m=M/M,=M/Elx, (2) 1= XX, 7

Na expresséao (1), a variavehdica o momento de inércia da seccdo em relag@xa
de flexdo, g,=&/zv representa a curvatura da sec¢ao no corresporegatio limite elastico. A
variavel indicada na expressao (2) representa a curvadtaida da seccéao.

Em regime elastico tem-se<l e/<1, e em regime plastico>1 e/~1. O estado limite
elastico corresponde a situacao emrmgug ef=1. Em regime elastoplastico, as fronteiras entre a
zona elastica da seccéo transversal e as zontiigaddas, em traccdo ou em compressao, € dada
pelas coordenadas reduzidas 1/ € r=-1u, em quer =z/z,, .



3. DISTRIBUICAO DOS MOMENTOS FLECTORES

A distribuicdo dos momentos flectores numa vigacemsola com carga transversal
uniformemente distribuida ao longo de todo o i&é representada pela equacao (3). Esta
expressdo pode ser escrita numa forma reduzidaésatda equacédo (4), em gue x/L € a

coordenada reduzida de cada secgao tranversa@gQ, representa o valor reduzido da carga
transversal. O factor de escajg=2M,/ L? corresponde ao valor da carga transve@sab
instante em que a sec¢do mais deformdd@)(atinge o seu estado limite elastiogf@)=1).
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4. DISTRIBUICOES DAS FLECHAS E ROTACOES EM REGIME E LASTICO

Uma vez que o0 momento maximo ocorre na sedgdp a viga encontra-se em regime
elastico quandm(0)<1 ou seja, quandgeq, ., em queg =1 (4). Neste caso, todas as secc¢des
transversais da viga se encontram em regime elapito que a respectiva relacdo momento-
curvatura, expressa em variaveis reduzidas, émdaquacao (5) [3], [7]:

m(4)=p(2) (5)

As flechas e rotacdes das seccdes transversaisgati@eterminadas com base numa hipétese
classica dos modelos de calculo de primeira ordegyndo a qual a a rotagle curvaturg de

uma secc¢ao de coordenadaodem ser obtidas através da primeira (6) e dmsedq7) derivadas

da distribuicdo dos deslocamentos vertigadas seccdes transversais da viga:

_9%v(x) _96(x)

_9v(x)
60x)= > (6) X(x)== == )
As equacdes (6) e (7) podem ser escritas sob asmsegformas:
ov 0m 0A 06 0m 0A
0=————— 8 = 9
om 9 ox ®) XK = 5m a4 ox ®)

em que:

A distribuicdo das rotac6eéy (13), pode ser obtida através da integracao d@gq.
dx dA

3a(m)=)(yj#(m)a%dm+k1 (12)



Por sua vez, a distribuicdo dos deslocamentoscaertdas seccdeg (15), pode ser
obtida através da integracdo da equacao (8), fadadtravés da expressao (14):

dx dA
vd(m)=j9d(m)£d—mdm+k2 (14)
1 2
Vg(m)=x, Lz(l_z_rz - C, /%+Cz] (15)

As constantes de integragdpe C, sdo obtidas através das condi¢des de fronteijae(16
(17):

He,(m=q)=0:>Cl=% (16) vd(m=q)=0:>02=% (17)
As distribuicBes das rotacOe, e das flechasy, podem também ser escritas em funcéo

da coordenada da sec¢édo em questao, e da carga transegisatando para isso substituir as
varidveism, C; e C, pelas respectivas expressoes, fornecidas pelas@spi(4), (16) e (17):

6e|(m)_g —(1_ 2}

—)(yL _3(1 (1 ,1)) (18)
Va(M) _ A ((1_a¥—afr—
T (1-2) -4 ,1)+3) (19)

Finalmente, as equagdes (18) e (19) poderiam tarsbéescritas sob forma dimensional,
bastando para isso efectuar as substituigges (Qy LZ)/(ZE 1), A=x/L eq =Q/Q, .

5. FLECHAS E ROTACOES NO PRIMEIRO DOMINIO ELASTOPLA STICO

Quando o valor reduzido da cargaé superior a 1g6q; ¢) a viga encontra-se em regime
elastoplastico. Depois de o limite elastico teosittrapassado nas fibras mais deformadas das
seccOes mais proximas do apoio, a plastificacavighacomeca a expandir-se ao longo do
comprimento da viga e da altura das secc¢Oes tresagsanais deformadas, a partir das fibras
onde vai sendo atingida a extensdo de cedé&ycto material. A analise dos efeitos da
plastificacédo progressiva das seccdes transvdéosgsabordada noutros trabalhos do autor, [2]
e[3], para os quais se remete uma leitura mais grmonzada sobre este assunto.

Enquanto a plastificacdo de uma seccéo evoluiramldos banzos, mantendo-se a alma
em regime elastico, considera-se que esta seccanamtra no seu primeiro dominio
elastoplastico. O limite inferior deste dominiorade com o estado limite elastico da seccao
(mye=my=1), enquanto que o seu limite & superior € atmginl instante em que os banzos da
seccao ficam totalmente plastificados. Neste instancurvatura reduzida da secgéc dada
pela expressao (20); o parameatralesta expressao é definido através da equacaei2 e
e h representam, respectivamente, a espessura dasst®azaltura da sec¢ao transversal:

u=1a, (20) a,=1-2t,/h (21)

A relacdo momento-curvatura de uma seccdo em djtaug flexdo simples no seu
primeiro dominio elastoplastico, € dada pela exgg@$22) [2]:

1 3 1 3
m= —=- -a.Qq 22
1_abah3 (2 247 b hﬂ) (22)




O parametraa, da expresséo (22) é definido através da equaggpdth que, eb
representam, respectivamente, a espessura da alfaegera dos banzos da seccao transversal

a,=1-t,/b (23)

No limite superior do primeiro dominio elastopléstio momento reduzido da seccéao,
my,;, pode ser obtido através da introducao da rel@ffana expressao (22):
- (3_%2(1"'2%))
2{l-a,a,’)

Li (24)

Ap6és o inicio da plastificacdo da vigge(), esta passa a ser constituida por um trogo em
regime elastoplastico (onde>1) e por um troco em regime elastico (ond&l). A localizagédo
da seccédol; e que estabelece a fronteira entre estes dois tyuds ser efectuada através da
resolucéo da equacau(d, Ae)=1.

A viga atinge o limite superior do seu primeiro doim elastoplastico quando o0 momento
na secc¢ao mais deformada atinge o vahgA=0)=m, ;. De acordo com a equacéao (4), o valor da
carga reduzida neste instantg, e=m; ;.

Quando a viga se encontra no seu primeiro domiastoplasticod; e<t<q;, ), as secgbes
de coordenadé; <A<1 encontram-se em regime elastico; a curvaturasiestgdes € dada pela
expressaqu(4)=m(A) (5).

As restantes seccdes, de coordenadd<® ., encontram-se no primeiro dominio
elastoplastico; a sua curvatura pode ser obtidavédr da equacdo (22). Uma vez que a
manipulagdo de uma expresséo analitica da fungéosendesta equacao se torna dificil, a funcéo
(M) pode ser representada através de uma funca@puditys (m), do tipo da equacgéo (25),
obtida através de técnicas numéricas de ajustaradntmaan™(4), inversa da equacéo (22).

4 (m)=a,+a, m+a, m*+a,m’ (25)

Uma vez que a relagdo momento-curvatura, forngoada equacdo (22) depende da
geometria da sec¢ao transversal, atraves dos paodmxee arn, € conveniente determinar o valor
dos coeficientes; da expresséo (25) em funcdo das caracteristipasiéisas de cada seccao
transversal. Assim, no caso de uma seccéo IPE30G®&¥emplo, para a quak,=0,95267 e
a,=0,92867, a fungém'l(p) pode ser aproximada pela seguinte expresséoomjﬁum;f (m):

4 (m)=-922,30753 +2735,86992 m - 2703,27528 m? +890,711948n°  (25)

E possivel constatar que, no intervalo de valoges dompreendidos entma; =1 e
my,;=1,043, correspondente ao primeiro dominio eladstiob da seccdo IPE300, a diferenca
relativa (,u - ,u)/ M*x100%, entre os valores da curvatyrgue satisfazem a equagéo (22) e os
fornecidos pela expresséo (25), é muito pequendpseaferior a 0,1% em valor absoluto [$3].

Quando a viga se encontra no primeiro dominio @ééstico, as distribuicdes das
rotacbesfy, e das flechasy, podem ser obtidas de modo idéntico ao utilizeata p dominio
elastico, através das expressdes (12) e (14). Maste os integrais sdo decompostos em duas
partes, relativas as seccdes em regime elastgo<) e no primeiro dominio elastoplastico
(1=m< my;). Na primeira parte a funcggm) é dada pela equacgem (5), enquanto que na
segunda parte a func@fm) € dada pela expressao (25).



A distribuicdo das rotacdes, obtida por integralgiourvatura das seccdes (12), € dada por:

0sA<A,=0,,(m)=x,L (— m (ao +ﬁm+&m2+&m3)+csj
‘ q 3 5 7
‘ (26)

A, <A<1=6,(m)=x,L (—%m\/%+C3J

A distribuic&o das flechas, obtida por integrac@®mtacdes das seccdes (14), € dada por:

0SA<S A, =V (m)=y, L{i (aom+im2+im3+ 8 m“)—C5 /% +C,5]

2q 6 15 28
) ) (27)
I1m m
Al,eﬂs:t:vd(m)w&z(?z?‘Cs&”“J
As constantes de integragdga Cs sao obtidas através das condi¢cdes de fronteira:
B (M=0)=0=Cy =3+ g+ 2" +2¢° (28)
3 5 7
1 a, 3 8 1
6. (m=1)=8,(m=1 C.=C.—— L2 478 = 29
o (M=1) =6, ( ):35\5[%3573j (29)
—q) = S, & K 9
Vgr (M=) =0=Cy =2+ q+2q" +20° (30)
—1) = — — 1 3,8 _ a_1
vepl(m—l)—vd(m—l):>C4—CG—Z—q(aO+E+§+Z—EJ (31)

Como foi ja referido, as distribuices das rotagdetas flechas podem também ser
escritas em funcao da carga transveysala coordenadhda seccao em questao, bastando para
isso substituir, nas equacdes (26) a (31), a v@npela respectiva expressao (4).

5. FLECHAS E ROTACOES NO SEGUNDO DOMINIO ELASTOPLAS TICO

Enquanto a viga se encontra no seu primeiro donelagtoplasticog<q,;) a curvatura
reduzidgudas seccdes transversais € sempre inferiar,aAg secgdes transversais onggsl
encontram-se em regime elastico, e aquelas ondel ig, encontram-se no seu primeiro dominio
elastoplastico. As almas destas Ultimas encontea@mgegime elastico e 0s banzos parcialmente
plastificados.

Quando a curvatura da seccdo mais deformada dsamalimite 1dr, a plastificacao
desta seccao passa a progredir ao longo da ragpakbtia; neste caso, a sec¢ao encontra-se no
segundo dominio elastoplastico, caracterizadofpeto de os banzos se encontrarem totalmente
plastificados e a alma parcialmente plastificadajininhanca das suas fibras mais deformadas.

A relagdo momento-curvatura da secc¢ao no segunaindmelastopléstico é dada por:

b)) e
b*h




O limite superior deste dominio coincide com o@stiamite Gltimo de deformacéo da
seccao transverspgl=&/g, quando as fibras mais deformadas da secgao @tingextensao
maxima suportada pelo materigl, antes de entrar em rotura. O momento maximo sagor
pela seccaan,, pode ser obtido através da introducdo da curapteps, na equacao (32).

Quando o valor reduzido da carggultrapassa o limite,;.=my;, a viga entra no seu
segundo dominio elastoplastico e passa a ser wodatipor trés tro¢cos: um primeiro trogo,
0<A<A,;, onde as secc¢des se encontram no segundo dotagtapésticorfi>my;), um segundo
trogo,A;<A<A1¢, Onde as secgdes se encontram no primeiro doelasimplastico (I1m<my;), e
por um terceiro trogad; <A<1, onde as sec¢Oes se encontram em regime eléstd). A
localizagéo das sec¢Ods; e A1 que estabelecem as fronteiras entre estes tragtes ger
efectuada através da resolucédo das equag@esl,i)=my; em(q, A1e)=1.

A viga atinge o limite superior do seu segundo aworelastoplastico quando o0 momento
na seccao mais deformada atinge o val@t=0)= m,. De acordo com a equacéo (4), o valor da
carga reduzida neste instanteuém,, valor este que corresponde ao estado limite altie
resisténcia da viga.

Quando a viga se encontra no seu segundo doméasitmplasticod; <g<q,), a curvatura
das seccdes de coordenddgA<1 é dada pela expressgem (5); a curvatura das seccdes de
coordenadal; i<A<A;. € dada pela fungéo inversa da equacao (22) owltermativa, pela
expresséo (25); por ultimo, a curvatura das sea@esordenadasti<A,; é dada pela fungéo
inversa da equacéao (33), a seguir indicada:

= | 1-a, \
s _\/ 3(1—abah2)—2r:1(1—abah3) 9

Quando a viga se encontra no segundo dominio plastio, as distribuicbes das
rotacdesfy, e das flechasy, podem ser obtidas de modo idéntico ao utilizaata p primeiro
dominio elastoplastico, através das expressfes €1¢)4). Neste caso, 0s integrais sdo
decompostos em trés partes, relativas as seccOesgeme elastico @m<1), no primeiro
dominio elastoplastico €m<m;;), e no segundo dominio elastoplastiom j€m<m,). Na
primeira parte a funcgam) é dada pela equac@em (5), na segunda part€m) é substituida
pela expresséo (25), e na terceira parte a fuagapé definida através da expressao (33).

A distribuicdo das rotacdes, obtida por integralgiiocurvatura das sec¢des (12), € dada por:

0sAsA,=>6,,(m)=yx,L (— /;—é arcsen i—m+CMJ

1

Al,i <A </]1‘e :>0ep1(m)=XyL (—\/%7(% +%m+%m2 +%m3)+C9J (34)

Ao <A<1=6,(m)=x, L (—%m\/%+c7]

em que:
2
« 3l-aa’) 35)

1
1-a,a,’

A

= (36)
* l1-aa’



A distribuicéo das flechas, obtida por integrac@®mbtacdes das secc¢bes (14), é dada por:

' JKK |
0<A<A; :>vep2(m)=)(yL2(#( 2—marcszen\/z—m +\/1—2—mJ—C11 % +Clz]

2q || K, K, K,

1A SASA, :>Vepl(m)=Xy LZ[Z_lq (aom"'%mz"'%ms"'%m“)_cgﬂ% +C10J &7

1 m? m
/|1Ye</1S1:>Ve,(m)=Xy Lz(l—z?_ C7\E+C8J

As constantes de integraggga Cs sdo obtidas através das condi¢des de fronteira:

9ep2(m=q)=0:>05=ao+%q+%q2+%q3 (28)
1 1
49epl(m=1)=49d(m=1):>c3=cs—ﬁ(a0 +%+%+%—§) (29)
1 1
49epl(m=1)=49d(m=1):>c3=cs—ﬁ(a0 +%+%+%—§) (29)
Vepl(m=q)=0=>C6=%+%q+%q2+%q3 (30)
1 1
Vo (M=1)=v, (M=1)=C, =cﬁ—2—q[ao+%+%+%—5J (31)
1 1
Ver(M=1)=v, (M=1)=C, =ce—2—q(ao+%+%+%—5] (31)

Como foi ja referido, as distribuices das rotagdetas flechas podem também ser
escritas em funcao da carga transveysada coordenadhda seccado em questao, bastando para
isso substituir, nas equacoes (26) a (31), a v@npela respectiva expressao (4).

3.3 Comparacédo com resultados numéricos

A fim de avaliar a qualidade dos resultados fouhesipelas expressoes (44) e (45) foi
efectuada uma comparacdo com os resultados de agrapra de calculo elastoplastico [1]
baseado no método dos elementos finitos. A vigeutsda é uma viga em consola, com um
comprimentd_=2,000 m, e uma secc¢éo rectangular de larnge280 mm e altur&=300 mm.

O comportamento do ago € elastoplastico perfeitm, @=235 N/mnf e £=200x10°.

A viga encontra-se submetida a uma carga tran$¥rreacentrada na extremidade livre. O
estado limite elastico da vige(1) € atingido quande=P,=352,5 kN. Sendq,:1,12><103, tem-
se ques,/§~=178,6 pelo que,=178,6 (2) en,=1,49998 (20).

Sendag,=my (ver seccdo 2.2.3), o estado limite ultimo de deégdo da viga € atingido
quandoP= Py= p,Py=1,4999&352,5 kN=528,7 kN.



No quadro 1 apresentam-se as diferencas relatintes @s resultados fornecidos pelas
expressdes (44) e (45) e os obtidos através dagmagde elementos finitos, relativos a trés
patamares de carga em regime elastoplagtieb,294,p=1,416 e=1,494), em quatro seccdes
transversais diferentes. E possivel constatar elexie acordo entre os dois tipos de resultados.

As diferencas maiores, relativas ao patapsdr,494, sédo, em principio, devidas a erros
numericos do meétodo dos elementos finitos, redgisanos elevados gradientes de deformacdes
na zona do apoio. Com efeito, constatou-se quearedo a malha de elementos finitos nesta zona
era possivel reduzir todas as diferencas relapiges valores inferiores a 0,01%.

Quadro 1
P 1,294 1,416 1,494
X (mm) A 4018 (%) | Aviv (%) | 4616 (%) | Av v (%) | 4816 (%) | 4v Iv (%)
50 0,025 0,00 0,00 0,00 0,02 2,32 4,9"
150 0,075 0,00 0,00 0,00 0,00 1,15 2,0%
250 0,125 0,00 0,00 0,00 0,00 0,85 1,44
1000 0,500 0,00 0,00 0,00 0,00 0,39 0,61
2000 1,000 0,00 0,00 0,00 0,00 0,31 0,43

4. CONCLUSOES

O presente trabalho apresenta um método de dedegéixpressdes analiticas para o
calculo de vigas isostaticas em regime elasticelaatoplastico, e exemplifica a sua aplicacéo ao
caso de uma viga em consola submetida a uma cangardrada.

O excelente acordo entre os resultados fornecielas pxpressdes analiticas obtidas e
por um programa de elementos finitos justificaibzatdo destas expressdes analiticas, em
alternativa aos modelos numéricos, no calculo@htéstico deste tipo de elementos estruturais.

Os autores desenvolveram expressdes analiticedvagii a outros tipos de vigas isostaticas
(seccbes em |, p. ex.) sujeitas a diferentes tipasargas, cuja publicacéo se prevé para breve.
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