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Apresentam-se, neste relatório, modelos numéricos baseados no método 

dos e1e~entos de ~ronteira, desenvolvidos no LNEC nara análise de estrutu-

raa subterrâneas. 

Tecem-se algumas consideraç6es sobre o método dos elementos de fron -

teira, dei3crevem-se os modelos deEjenvolvidos para equilíbrios planos e tri

dimensionais e apresentam-se alguns exemplos de aplicação. 

T!:le report mel].tions boundary models developed at LNEC used in th~, 

analysia of underground structurea. 

Some considerations are made on the boundary element method, the mo

deIs developed for plane and three - dimensional equilibria arB presented, 

and some instances of application are given. 
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APLJCAÇ~O DO M~TODO DOS ELEMENTOS DE 

FRONTEIR,6, NA ANALISE DE ESTRUTURAS 

SUBT:RRANEAS 

1 - INTRODUq~O 

Para o cálculo de estrutUí''''as subterrâneas, tem-se vindo a re

correr a modelos de cálculo, que proporcionam uma importante contri 

buiç~o no projecto e na interpretação do seu comportamento, apesar 

das numerosas indeterminações associadas à caracterização dos maci

ços rochosos, à quantificaç~o das acções, e das próprias limitações 

contidas na formulação dos modelos. Na ·~scolha dos modelos decálcg 

lo para represen·taçã::> dos fenómenos ou processos em jogo, tendo ~m 

vista a obtenç~o de resu'tado s para um conjunto de situaçõ·~s qu~ in 

teressa cOilslderar, há que admitir, essencialmente, o~jectjvos de in-

dole técnico-cien'::ifica ede i'ndole pragmá·tica, assu'11indo os modelos 

em relaç~o aos primeiros uma .cot~ma complexa, que se adapte me'hor~ 

aos resultados e (ou) informaçõesdisponiveis, e, em relaç~o aos s~ 

gundos, uma forma simplificada resultante, em geral, de considera -

ções de natureza emp iÍ"ica. Convém ainda referir a existência de mo

delos utilizados a montante, que podem atingir níveis de rigor bastan 

te elevados, e' que procuram analisar a influência de certosfenóme

nos no comportamento das estruturas subterrâneas. 

Em face do exposto, não resulta, por vezes, necessário n'~m 

conveniente enveredar por modelos rigorosos, sendo por isso usados 

modelos simplificados. 

De entre os vários modelos de cálculo utilizados para previsão do 

comportamento destas estruturas, salientam-se os modelos 
, .. 

numerj-

cos baseados em métodos diferenciais - normalmente sob a forma de 

elementos finitos -e baseados em métodos integrais - em geral sob a 

forma de elementos defroj!te:rc .• 

O método dos elementos de fronteira possui algumas vantagens irn 

portantes sobre o método dos elementos finitos, que justificam a. sua 

47 /1 < /7<'1:::; 
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crescente utilização, tal como foi evidenciado no último Congresso da 

Sociedade Internacional de Mecânica das Rochas, realizado em 1983 em 

Melbourne,ondeas soluções numéricas apresentadas, utilizando méto

dos integrais, são já em grande número. Entre essas vantagens salien 

tam-se as seguintes: 

i) Só é necessário discretizar a fronteira da estrutura, simpli 

ficando o trabalho de preparação de dados. Este facto é da maior im 

portância na análise de estruturas tridimensionais. 

ii) O. sistema de equações gerado é pequeno, mas cheio e não si 

métrico, conduzindo, em geral, a tempos de resolução mais baixos. 

iii) O tratamento de problemas envolvendo domínios infinitos é f~ 
, 

to automaticam:mte, n~o sendo necessário limitar o domín~o dos pro -

blemas em estudo. 

iv) Só s~o calculados valores nos pontos em que realmente se 

pretende. conhecê-los. 

Aliados a estas vantagens, o método dos elementos de fronteira 

apresenta alguns inconvenientes que, no estado actual do seu desen

vo�vimento ,ainda não foi possível ultrapassar. Entre eles, contam-se 

os seguintes: 

i) Ê difícil tratar problemas n~o lineares complexos,como se

jam os resultantes de variações de geometria relativas a djferentess~ 

quências de constru:são. 

ii) O tratamento de domínios anisotrópicos, embora possivel, quer 

em problemas bidimensionais, quer tridimensionais, é complexo, obri

gando por vezes a esquemas de integração numérica que implicam tem 

pos de cálculo muito elevados. 

Tendo em vista aproveitar as vantagens do método dos elem .. ?!J. 

tos de fronteira no cálculo de estruturas su bterrâneas f desenvolve -

rem-se, no LN i:::::. C , r~odelos de cs!culo para estudo de problemas bi e 

tridimensionais, admit:ndo a hipótese de comportam.:mtos elásticos li 

neares em corpos iso=rópicos, hom::>géneos e continuos. 

2 LNEC- Proc.~7/13/7315 



2 - FORMULAÇ~O DO METODO DOS ELEMENTOS DE :=RON

TEJRA PAR,6. A TEORIA D .. ~ ELASTICIDADE LINEAR 

2.1 - Considerações . iniciais 

56 no final da década de cinquenta ,princípio da década de ses

senta, se começaram a utilizar, de uma forma sistemática, métodos 

numéricos envolvendo a resolução de equações integrais em problemas 

da Teoria da Elasticidade, tendo-se desenvolvido várias formulações 

para análise de problemas bidimensionais •. Em 1969, foi apresentado 

por Cruseum modelo para análise de problemas tridimensionais. A 

partir deentg',o, têm-se desenvolvido outras formulações, cada vez 

mais sofisticadas, ng',o s6 no que diz respeito aos tipos de discretiza-

çêio utilizados, mas também no que se refere à optimiza;:ão dos pro-

cessos de integração numérica. 

Hoje em dia, existem muitos autores a trabalhar no desenvol\{j 

mento de novos modelos e de novas possibilidades do método dos e!eme..Q 

tos de fronteira , havendo já inúme:--os trabalhos dedicados ao trata

mento de diversos problemas no dominio da mecânica dos s61idos como 

sejam, problemas de elastoplasticidade (5wedlow e Cruse, 1971), (Ba 

nerjee et ai., 1979), (TeJles, 1983), viscoelasticidade (Banerjee e 

Butterfield, 1981), viscoplasticidade (Telles e Brebbia, 1982), ter

moelasticidade (Rizzo oS Shippy, 1977), dinâmica de estru"::ut"as (Breb 

bia e Walker, 1980), (Banerjee e Butterfield, 1981), mecânica da 

fractura (Cruse, 1979) ,meios descontinuos (HoCking, 1978) ,(Crouch 

e 5tarfield, 1983), meios sem resistência à tracç~o (Venturini e 

Breb':Jia, 1983), meios anisotrópicos (Wils:::>n e Cruse, 1978») (Brebbia 

et a I • , 1 984 ) • 

Existem duas formulações distin·tasdo método dos <;Iementos de 

fronteira, que se d,=signam normalmente por indirecta e directa 

(Banerjee e B'...Jtterfield, 1977). Na formu!ac20 
~ 

indirecta, as equaçõ2s 

integrais expressam-se em termi)S de uma soluç~o ana!itica conhecida 

para um dado problema, correspondente a uma solicitaç:::io L!f")~tária, di§. 

tribul,:::a ao longo da fronteira com densidades ce distribuição .j'=sconhe 

cidas. Estas censida::!,=s de distribuiC20 nÊh têm significado fisico m2.s, 
~ 

L f'·J =- C - F i~O C. / . .J. 7 / 1 3/73 1 5 3 



uma vez conhecidas, permitem calcular as tensões e. os deslocamentos 

em qualquer ponto. Na formulaçao directa, as incógnitas das equações 

integrais sao os próprios deslocamentos e pressões nos pontos de fron 

teira. Os deslocamentos e as tensões em qualquer ponto sao calcula

dos, posteriormente, a partir dos valores de fronteira. 

No Laboratório Nacional de Engenharia Civil, o estudo e a apli-

caçao do método dos elementos de fronteira nao tem sido feito de 

uma forma continuada. No entanto, deve-se citar o trabal ho desenvoj 

vido por Oliveira ( 1968), onde é apresentado um algoritmo para reso

luçao de problemas de elasticidade plana utilizando uma formulaçao in

directa. Mais recentemente, Portela e Romaozinho (1979) desenvolve

ram um trabalho em que apresentam as bases teóricas das formula

ç5es directa e indirecta para problemas de potencial e da Teoria da 

Elasticidade. 

2.2 - Formulaci3.o matemática . 
2.2. 1 - Equaçao integral na fronteira 

Na formulaçao directa do método dos elemehtos de fronteira, as 

equações integrais podem ser obtidas a partir do m~todo dos resíduos 

pesados ou do teorema da reciprocidade (ou de Betti). Se se tiver 

um corpo elástico com dominio V e fronteira S, tomam a 

forma: 

seguin'te 

i . (* 
C 1k u~ + )SPlk * u Ik Pk 

dS+ ( 

)V * u b k dV 
!k 

(I,k=l, ••• ,GL)( 1) 

Nesta equaçao utiliza-se a convençao de índices mudos, tendo os 

simbolos utilizados o seguinte significado: 

,J.. "", 
Plk - pressao num ponto da fronteira, na direcçao k, devido à aplica-

Çao de uma força unitária num ;Jonto x. do corpo elástico, ac
I 

tuando segundo a direcçao (solução fundamental em pressões). 

* u 1k - deslocamento num ponto d3 fronteira, na direcção k, devico 
, 
a 

I, ..,. 

a;::>licação de uma força unitária num ponto x. do corpo elástico, 
I 

actuando segundo a direccao I (SOIUC30 fundamental em desloca - . 
~ ~ 



mentos) • 

i 
C 'k - coeficiente dependente da geometria da fronteira. 

- deslocamento no ponto x. segundo a direcç~o k. 
I 

u k ' Pk - deslocamento s e pressões na fronteira na direcç~o k. 

b k - forças de massa na direcç~o k aplicadas no domi'nio. 

As direcções I e k (I, k= 1 , ••• , GL) s~o as direcções do sistema de 

eixos cartesianos global adoptado para a estrutura, sendo GL o número 

de graus de liberdade. 

Nos problemas de elasticidade linear em meios isotrópicos, s~o 

normalmente utilizados dois tipos de soluções fundamentais: j) solu

ção fundamental de Kelvin para o eS;Jaço inteiro (Srebbia, 1978) j ii) 

soluç~o fundamental de Mindlin para o r:neio espaço (Terles, 1983). 

No que se vai expôr considera-se, por simplicidade, que não exis 

tem forças mássicas aplicadas no dominio, obtendo-se uma equação só 

com incógnitas sobre a fronteira: 

• 

(l,k=l, ••• ,GL) (2 ) 

Para a resolução desta equação, a fronteira S é aproximada por 

uma sé~ie de elementos, denominados elementos de fronteira, definidos 

por um conjunto de pontos nodais, sendo os integrais calculados sepa

radamente em cada elemento. A expressão que se obtém é a seguin-

te: 

i 
u + 

k ;: r/r "--- i 
e=l -

U;k Pk dSl(l,k=l, ••• ,GL) (3) 
..) 

Se 

em que E é o núm .. ~ro total de elem"mtos de fronteira. 

As funções u k e Pk são aproximadas, em cada elemento, a par: 

tir dos seus valores nos pontos nodais, utilizando funções in-:el~pola-

doras, em regra, coincidentes: 

LN!:::: C - Pro c. 47 /; 3 17 J 1 :5 , I 



(j = 1, ••• , P) 
(k = 1, ••• , GL) 

(4) 

e· e 
em que N. são as funções interpoladoras, u jk e Pjk são as componentes 

j . 

. dos deslocamentos e press5es nodais no elemento e, sendo P o núme-

ro de pontos nodais do elemento de fronteira. 

Substituindo as expressões (4) em (3) obtém-se, para cada pon 

to x., a equação: 
I 

) e l _ 
N j dS u jk J -

E r ( ( .* 

~ L) U 1k 
e-l Se 

(I ,k= 1 , ••• , G L ) 

(j=l, ••• ,P) 
( 5) 

Os integrais desta equação são calculados numericamente, utili

zando-se, em geral, o método da quadratura de Gauss. 

A equação (5) é válida para um ponto nodal x. sobre afrontei
I 

ra e para o grau de liberdade I. Efectuando o espalhamento das mE 

trizes peios pontos nodais chega-se à seguinte equação genérica: 

(I ,k = 1, ••• ,GL) 

(j = 1, ••• ,N) 
(6 ) 

em que u jk e Pjk representam, respectivamente, o deslocamento e a 

pressão no ponto nodal j da estrutura, segundo a direcção k. N é o 

número total de pontos nodais. 

A ~xpressão (6) pode-se escrever sob a forma matricial: 

cu + HU = GP ( 7 ) 

contendo os vectores U e P os ç!eslocamentos e as pressões em to-

dos os pontos nodais. C é uma matriz "quase-diagonal", em que 
, 

so 

os termos das submatrizes diagor.a:s de GLxGL contem elementos neo 

nulos, que podem ser determinados indirectamente atrªvés da imposi-

ção de condições de translação de corpo rígido. Podem-se,então, 50 

6 LNEC - PI~OC. 47/13/7315 



A 

mar as matrizes C e H obtendo-se: 

HU = GP (8) 

A expressão (8) represen"l:a um sistema de GLxN equações t em 

que existem GLxN valores de pressões e igual número de valores de 

deslocamentos. Como num problema correctamente formulado são im

postos à partida GLxN valores de fronteira (pressões e deslocamen 

tos) t restam. GLxN incógnitas. Assim, têm-se algumas incógnitas em 

deslocamentos no primeiro membro e algumas incógnitas em pressões 

no segundo membro, pelo que se impõe um reordenamento das equa -

ções de modo a obterem-se todas as incógnitas no primeiro membro 

e todos os valores conhecidos no segundo. Obtém-se, finalmente, o 

sistema de equações: 

AX = F (9) 

em que X é o vector das incógnitas, F é um vector que resulta dos 

valores conhecidos e A é uma matriz de ordem GLxN, cheia e não si 

métrica. 

Uma vez determinadas as incógnitas, têm-se os deslocamentos e 

as pressões nos pontos nodais da fronteira, sendo os seus valores, 

em qualquer ponto de um elemento calculado com base nas expressões 

(4). Os valores das tensões na fronteira são determinados a partir 

dos deslocamentos, por aplicação das relações deformações-desloca -

mentos e tensões-deformações, e adicionando uma parcela correspon

dente às pressões aplicadas na fronteira. 

2.2.2 - Equação integral para pontos interiores 

Uma vez calculados os deslocamentos e as press5es nos pontos 

nodais da fronteira, podem-se determinar os valores dos deslocamen

tos e das tens5es em qualquer ponto interior do dominio da estrutura. 

Para cálculo dos deslocamentos em pontos interiores x. ,utiliza-se 
I 

a expressg:;o (2). Neste caso, p<'?rtencendo o ponto x. de aplicação da 
. I 

" I <::: ( F;, f carga unitaria ao dominio, tem-se que C lk = l; Ik em que u'k e os (n 

bolo de Kr-onecker). Deste m::>do) a expressão (2) transforma-se em: 

... , 
( 



u; -J~ U~k Pk dS - !sP~ uk dS {l,k = 1, ••• ,GL} ( 10) 

Para um meio isotrópico, os valores das tensões em pontos inte-

riores são calculados por diferenciação da equação (10), de modo a ob 

terem,-se as deformações, e multiplicando estas pela matriz de elasti-

cidade resulta: 

lQY. J..:1. Ou. e) u. 
O == {) +0 (--L + ---L ) 

ij 1-2V ii oXI Ox. O x. 
J I 

( j, j, I = l' _ , ••• , GL ) ( 1 1 ) 

Diferenciando directamente dentro dos integrais da expressão (10), 

obtém-se: 

O 
ii 

(D 
:::; ) S ;-dj 

p dS
k 

( 
) SI .. u k dS 

S :<IJ 
(i,j,k ;::; 1, ••• ,GL) ( 12 ) 

Os termos Dk .. e Sk .. são dados por fórmulas complexas (Brebbia, 
I J IJ 

1978) • 

Para determinação dos valores dos deslocamentos e das tensões, 

as expressões (10) e (12) são discretizadas de forma análoga à equa-

ção integral na fronteira. 

3 ... MOD~'LOS POR ELEMENTOS DE FRONTEIRA DESENVOL

VIDOS 

3. 1 - Considerações iniciais 

Com base na formulação descrita anteriormente, desenvolveram -

-se no LNEC dois modelos de cálculo para estudo de equilibrios bidi-

mensionais e tridimensionais, tendo em vista, fundamentalmente, a sua 

aplicação na análise estrutural de obras subterrâneas. Ad:'Ylitiu-se a 

hipótese de comportamento elástico linear em corpos isotrópicos, ho

mogéneos e contínuos. De facto' este é o caso mais simples de abor-

dar e pensa-se que, no imediato, será útil explorar todas as suas c§. 

pacidades, antes de se passêlr para fOi~rr.u!ações mais complexas, pc·is 

modelos deste tipo constituirf:io S,2mpre a bas9 de modelos mais sofis-

ticados. 

8 LNEC - P,~oc. 



Descrevem-se, seguidamente, de uma forma resumida, os mode-

los de cálculo desenvolvidos. Uma sua descrjç~o mais completa encon -

tra-se nas publicações de Frazillio e Martins (1984) e de Lamas (1984). 

No final, apresentam-se alguns testes dos referidos modelos a situa

ções para as quais se dispunha de soluções analiticas ou numéricas. 

3.2 - Descriç~o dos modelos 

Em ambos os modelos, utilizaram-se elementos curvos e funções 

interpoladoras do segundo grau. No modelo bidimensional, os elemen-tos 

de fronteira s~o lineares e definidos por 3 pontos nodais (Fig. 1 a) .Os 

elementos de fronteira utilizados no modelo tridimensional s~o su;>erfi-

ciais, definidos por 8 pontos nodais (Fig. 1b). 

X2 
X3 y2 

3 

1 

Xl X2 

(o) 
( b) 

Fig. 1 - Elementos de fronteira utilizados. 

Para integraç~o das equações, utiliza-se, em ambos os modelos, 

o método da quadratura de Gauss.No modelo tridimensional, o tempo 

de processamento exigido para a sua execuçi3.o é bastante elevado, pe

lo que se utilizou um algoritmo que escolhe, automaticamente, em ca

da integraçi3.o ,a ordem da fórmula deintegraç~o numérica a utilizar, em 

funçi3.o das dimensões do domínio e da rapidez de variaçi3.o do integrando. 

Pretendeu-se, a.ssim, obter uma precisi3.o uniformt~em todas as inte-

grações. Este esquema foi inicialmente apresentado nas publicações de 

Lachat (i 975) e Lachat e Watson (1976). 
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Tanto no modelo bidimensional como no tridimensional se utilizou 

o algoritmo de Gauss para resofuçS-o do sistema de equações. Neste 

último modelo, foi necessário desenvo.lver um esquema de partição da 

matriz por blocos, devido à sua dimensS-o ser, em geral, elevada. 

Os sistemas computacionais que traduzem os modelos desenvolvi 

dos são constituiélos por três módulos independentes e executáveis 

sequencialmente. No primeiro módulo, é feita uma verificação dos da 

dos definidores da estrutura, nomeadamente através da sua análise 

gráfica. No segundo, efectua-se o cálculo da estrutura, procedendo 

-se à integração das equaç5es na fronteira e resolvendo-se o sistema 

de equaç5es, obtendo-se os deslocamentos, as pressões e as tens5es 

na fronteira. No terceiro módulo, são calculados os deslocamentos e 

as tens5es nos pontos interiores, efectuando-se uma análise gráfi-

ca dos valores obtidos. 

3.3 - Testes aos modelos de cálculo 

.3.3. 1 - Cavidade circular 

Este teste diz respeito a uma cavidade circular inserida num 

meio homogéneo, elástico linear e isotrópico, caracterizado por um 

módulo de elasticidade E = 1 GPa· e um coeficiente de Poisson V= O, 1, 

e submetida a um estado de tensão inicial hidrostático de 1 MPa. Tem 

como objectivo comparar os resultados obtidos pelo modelo corn as sQ. 

lu';ões analíticas da Teoria da Elasticidade. Para discretizacão da ca , -
vidade, utilizou-se uma malha com 8 elementos de fronteira e 16 pon 

tos nodais (Fig. 2). Valores de deslocamentos e de tens5es ao tongo 

de um:;!. direcção radial são também apresentados na mesma figura, 

constatando-se que os valores obtidos são muito próximos dos cor

respondentes valores analíticos. 

10 LNEC - Proc. 47/13/7315 
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Fig. 2 - Cavidade circular 

3.3.2 - Cavidade quadrangular 

Com este exemplo, procurou-se comparar os resultados obtidos 

pelo modelo bidimensional com a solução apresentada por Riccardella e 

Wardle (Geer e Meek, 1980), utilizando também elementos de fron -

teira. A cavidade está inserida num meio elástico caracterizado por 

E = 1GPa e v = O, 1, submetido a um estado de tensão inicial axial, 

segundo a direcção horizontal, de 1 M?a. Para discretização, utiliza-

ram-se 16 elementos de fronteira e 32 pontos nodais. Na Fig. 3, a -

presentam-se a malha de elementos je fro:1teira e diagramas das ten 
o 

sões principais ao longo de três direcç"Ses, uma subhorizontal (9= 4,75 ), 

(8 0) ,. o (9 o) outr.a subverti cal = 85,25 e outra proXlma de 45 = 42,6 • 
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Fig. 3 - Cavidade quadrangular 

Pode observar-se a boa concordância existente entre os resulta 

dos obtidos pelo LNEC e pelos autores referidos. 

3.3.3 - Cavidade esférica 

o cálculo de uma cavidade esférica visa comparar os resultados 

obtidos com as soluções analíticas disponíveis e com a solução apre

sen-::ada por Ocampo (1982) utilizando um modelo tridimensional por 

elementos finitos. O estado de tensão inicial é hidrostático de 1 MPa 

e as características elásticas s~o, respectivamente, E = lGPa e 

v= 0,2. Na Fig. 4, apresentam-se uma malha utilizada formada 

por 24 elementos de. fronteira e 74 pontos nodais e diagramas de de.§. 

locamentos e de tensões obtidos pelos dois modelos para uma direcç~o 

radial, bem como a solução anali1:ica. 

' 2 LNEC- Proc. fJ.7/13/731S· 
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Da análise da figura de deslocamentos, verifica-se uma boa c0D. 

cords'ncia com a solução analitica na fronteira. Os valores obtidos por 

elementos de fronteira são ligeiramente superiores aos por elementos 

finitos o que em parte se poderá explicar devido a, neste modelo, exi§ 

til'" uma imposição de deslocamentos nulos a uma certa dists'ncia da c.ê.. 

vidade. Quanto às tensões, constata-se que os valores obtidos por 

ambos os modelos são praticamente coincidentes com a solução anali' 

tica. Pode conclL!ir-se que t de uma maneira geral, as soluções por 

elementos de fronteira em estruturas subterrs'neas simples conduzem, 

para niveis de discretização semelhantes, a melhores resultados. 

3.3.4 - Frente de túnel circular 

o estudo do comportamento dos maciços rochosos na vizinhança 

da frente de túneis constitui um dos problemas fundamt:mtais em eng,ê. 

nharia subterrs'nea. 

A análise da frente de um túnel circular de raio R foi efectua-

da por intermédio do modelo tridimensional, em que se considerou para 

seu comprimento o valor 1 OR, tendo-se utilizado uma malha consti

tuída por 69 elementos de fronteira e 233 pontos nodais. A sua per,§ 

pectiva e o esquema de convenções são apresentados na Fig. S. 

Adoptou-se um estado de tensão inicial hidrostático de 1 MPa, um 

módulo de elasticidade de 1 GPa e um coeficiente de Poisson de 0,25. 

No primeiro gráfico da Fig. 6, estão representados os deslocamentos 

em secções transversais a várias distâncias d da frente. Os restaD. 

tes gráficos de deslocamentos referem-se à comparação dos valores 

obtidos pelo modelo de elementos de fronteira com os obtidos por el~ 

mentos finitos, utilizando um modelo axissimétrico (Cunha, 1981). Os 

diagramas de tensões da Fig. 6 traduzem,respectivamente, a sua e

volução em secções transversais à distância da frente e a comparação 

de valores obtidos por elementos de fronteira e por elementos finitos 
, 

para d/R = 0,5. Verifica-se que, tanto em deslocamentos como em teil

sões, a concordância entre os vaiores calculados pelos dois modelos é 

muito boa. No entanto, é de referir que a discretiza'5ão por elementos 

de fronteira envolveu uma quantidade de dados consideravelmente menor. 

14 LNEC- Proc. 47/13/7315 
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4 - APLlCAÇOES D~S MODC:LOS DE CALCULO 

4. 1 - Introduç~o 

As aplicações dos modelos desenvolvidos têm-se dirigido para o 

estudo de centrais hidroeléctricas subterrâneas (Martins, 1985), de 

explorações mineiras (Cunha et ai., 1985), ( Sousa e Lamas, 1985), de 

túneis (Sousa et ai., 1986), e cavidades naturais (Maranha das Ne

ves et ai., 1985). Ilustram-se seguidamente algumas aplicações efec-

tuadas. 

4.2 - Influência de cavidades naturais na fundação de um aterro 

Este estudo refere-se a uma aplicaç~o do modelo plano na análi

se da influência de cavidades naturais na fundação do aterro de pro -

longamento da pista do aeroporto de Ponta Delgada (Maranha das N§. 

ves et ai., 1985). Nesta fundaç~o basáltica, os principais problemas 

resultam da' heterogeineidade do maciço, devido à alternância de várias 

formações, e à presumivel ocorrência de cavidades subterrâneas, ten 

do sido detectadas algumas devidas a fenómenos de eros~o interna por 

circulação subterrânea das águas. 

Foram efectuados cálculos por elementos de fronteira 1 tendo em 

vista a análise dos efeitos introduzidos no aterro por eventual 
., 

ruma 

de c avidades naturais existentes no maciço de fundação. Para estudo 

da estabilidade da fundaç~o considerou-se um bloco transversal ao a

terro, indicado na Fig. 7, tendo sido adoptada uma press~o vertical 

de 1,4 MPa, para uma largura de 100m correspondente à faixa do at~ 

ro. Previram-se várias cavidades, de forma circular e em losango. A 

probabilidade de ocorrência das cavidades adoptadas é considerada myj 

to baixa, dadas as suas dimensões, situando-se o estudo numa pers -

pectiva do lado da segurança. 

Na Fig. 7, indicam-se, ainda, a discretizaç~o utilizada e resultª 

dos em termos de tensões na vizinhança de uma cavidade em forma c~a 

losango. Verificam-se concentrações de tensões de compressão de V2-

lar elevado nas extrem:dades da abertura e tensões de tracçê.o na par-

LNEC - Proc. 47/;3/7315 
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te superior da cavidade, tendo um valor máximo de cerca de 1,3 MPa • 

. As zonas de rotura previstas por plastificação abrangem uma área 

importante do tecto da cavidade, que, no caso de existência de duas 

cavidades em forma de losango e para um ângulo de atrito de 30 0 

coesão nula, atingem mesmo a superfície do aterro. 

4.3 - Estabilidade global de uma exploração mineira 

e 

Com esta aplicação pretendeu-se ilustrar as potencialidades des

tes modelos na análise da estabilidade global das cavidades introduzi-

das no maciço rochoso, resultantes de escavações de desmonte de mi 

nério, na exploração mineira de Neves-Corvo (SOMINCOR, 1983). ln 

tegrou-se num estudo que envolveu a utilização de modelos por e/emen 

tos finitos, cuja malha de cálculo inicial era composta por 547 elemen-

tos finitos parabólicos e 1562 pontos nodais (Sousa e Lamas, 1985) • 

A situação analisada com o modelo bidimensional dizia respeito a 

um maciço rochoso suposto homogéneo com E = 40 GPa e V= 0,2, e 

admitiu-se um estado de 'tensão inicial constante e hidrostático de 15 

MPa (Frazi11 io e Martins, 1984). Formulou-se um modelo de c~lcu-

.10 compreendendo um total de 130 pontos nodais e 59 elementos de 

fronteira que, por razões de simetria, simula metade da estrutura 

das cavidades mineiras. Representa. -se, na Fig. 8, um pormenor 

da malha de cálculo; nas Figs. 9 e 10, os deslocamentos e as ten

sões principais no maciço rochoso; e, nas Figs. 11 e 12, os deslo-

camentos e as tensões perimetrais. 

Da observação da imagem de deslocamentos, constata-se a exis

tência de um campo deformacional com valores máximos da ordem de 

Sem, dirigido preferencialmente para as cavidades, com excepção da 

cavidade superior, de menores dimensões, largamente influenciada p~ 

las restantes aberturas. Uma vez que as cavidades têm um desenvQl 

vimento predomin,,,,:y::e segundo a horizontal, os vec-cores de deslocamentos 

têm uma direcç2:í.o próxima da vertical, com excepção das zonas próximas 

dos pilares. Existem granc:les con::entrações de tensões nos pilares, 

LNEC - Proc. ~~7/13/731S 
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Fig. 8 - Exploração mineira. Malha de cálculo. 

ati.ngindo as tensões verticais cerca de duas vezes o valor da tensão 

inicial, e é muito niftido o efeito de arco sobre o tecto e sob a so

leira das grandes cavidades. O campo de tensões é de compressão 

em todo o maciço a menos de uma pequena zona sob a cavidade suP§. 

rior (Fig. 12), verificando-se ainda o aumento das tensões perime

trais nas paredes das cavidades nas zonas dos cantos. 
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4.4 - Comportam.ento estrutural de uma central hidroeléctrica 

subterrân.s;a 

De entre os vários parâmetros que determinamo comportamento 

estrutural de cavernas de centrais hidroeléctricas, salienta~se o estª 

do de tensao inicial, cuja libertaç~o, nas fronteiras das escavações,ori 

gina um movimento deformacional para as cavidades e uma redistribui

ç~o do estado de tensão na sua vizinhança. Por outro lado, nestas o

bras de carácter concentrado desenvolvem-se equilibrios tridimensio 

nais, pelo que se procurou analisar a sua influência com relação aos 

estudos habitualmente efectuados com modelos planos (Martins, 1985). 

Considerou-se uma central hidroeléctrica com a forma de ferradg 

ra, com uma altura total de 35m e largura nabased.e 20m • Para e..§ 

tudo do problema enunciado, utilizou-se um modelo plano para uma se~ 

ção transversal da caverna e o correspondente modelo de cálculo tri

dimensional para um comprimento da caverna de 100m com idêntica di..§ 

cretização na secção transversal (Fig.· 13) • 

Procurou-se analisar a influência da distância das secções tran§ 

versais ao topo da caverna, no que diz respeito à evolução dos deslo

camentos e das tensões. 

Em ambos os modelos se estudaram quatro situações de estado 

de tens~o inicial no plano transversal. No primeiro caso, considerou

-se um estado de tensão hidrostático de compressão de 3 MPa. Nos 

outros três casos, o estado de tensão caracterizou-se por tensões 

principais de compressão de 3 MPa e 1 MPa, fazendo a direcção da 

D. o o o 
maior tensão principal ângulos de 1..1 = O, 45 e 90 com 3 vertical, 

respectivamente. Na análise tridimensional, considerou-se que a direc-

ção longitudinal era uma direcção principal e adoptou-se o valor daten 

são de 1 MPa, que corresponde sensivelmente ao valor da tensão, na 

perpendicular ao plano, do caso bídim .. :nsional. 

Apresentam-se, nas Figs. 14 a 19,9ráficos de deslocamentos e 

de tensões ao longo de três supei~ficies assinaladas nas figuras, para 

três secções transversais à distencia de I /L = O; 0,4; e 2: 5, sendo L 

a largura da cavidade na base, r a distância ao topo. Nes:::::::; figuras, a-

LN=:C- Proc. 47/13/7315 25 



~ 20m} 

E 
U'l 
M 

MODELO 20 
24 pontos nodais 
12 e:leme:ntos 

MODELO 3D 
396 pontos nodais 
106 'Z Ie:me:ntos 

Fig. 13 - Caverna de uma central hidroeléctrica. 
Mal has de cálculo. 

LNEC - Proc. 47/13/7315 



penas se representam curvas relativas a três estados de tensão, re

ferindo-se a Fig. 20 aos resultados relativos a ~ = 450 , para a análl 

se bidimensional e para duas secções relativas à análise tridimensional. 

Da observação dos gráficos de deslocamentos verifica:-se que os 

maiores valores correspondem, de modo geral, ao cálculo bidimensional, 

sendo os valores para a cavidade tridimensional, na secção transversal 

equidistante de ambos os topos (J /L = 2,5) ,quase coincidentes ou li

geiramente inferiores. A medida que as secções transversais se apro

ximam do topo , o efeito da tridimensionalidade, que se traduz numa 

diminuição dos deslocamentos, ganha maior importância, até que, na 

secção coincidente como topo, a sua expressão é nitidamente dife

rente, devido à influência da complexa geometria dessa zona • 

Com;:>arandoos gráficos correspondentes aos diferentes estados 

de tensão, constata-se que, como seria de esperar, o que conduz a 

um menor valor dos deslocam'=ntos nas paredes é aquele a que corre.§. . 
ponde uma tensão inicial horizontal inferior. Este facto é agravado d~ 

vido à geometria alongada ,segundo a vertical, da cavidade. O estado 

de tensãohidrostático provoca deslocamentos horizontais bastante s,!d 

periores, os quais atingem o seu valor máximo para a situação ·com a 

tens~o horizontal superior à vertical, na zona a meia altura das par~ 

des da caverna. Para este estado de tensão, é interessante verificar 

que os deslocamentos no tecto têm o sentido do interior do maciço, 

ao contrário do que acontece nas outras situações!! P ara a situaç~o 

em que as direcções principais das tensões iniciais não coincidem com 

os eixos coordenados (~= 450 ), verifica-se que o sentido dos desloca-

mentos traduz a orientação do estado de tens~o inicial, e que o seu 

valor diminui ligeiramente com a aproximaç~o do topo da cavidade. 

Nos gráficos de tensões n~o se representaram os seus valores 

na secç~o a I/L 2,5, em virtude de serem. praticamen 

te iguais aos correspondentes valores do cálculo bIdimensional. As 

tensões s2'to sempl~e de compress2'to, com excepção da tens2í.o vertical 

na zona intermédia da parede da cavidade para o estado de tens2'to itJl 

ciaí horizontal superior ao vertical. No entanto) a profundidade da zQ 
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na traccionada é relativamente reduzida. Para este estado de tensl30 

inical, verificam-se, também, as maiores compressões na zona do te.f:. 

to da caverna. As tensões de compressão nesta zona t~m ainda val.Q. 

res importantes no caso do estado de tensão inicial hidrostático, di

minuindo de forma muito acentuada para 0 0 = 1 MPa e 0 0 = 3 MPa • 
. y z 

Relativamente à variaçl30 das tensões com a distância ao topo da ca-

verna, constata-se que é menor do que a verificada com os desloca -

mentos. 

Para a situação correspondente a ~ = 450 , os seus valores para 

as diferentes secções representadas não t~m uma variaçl30 sensivel • 

Nota-se a exis-tência de uma assimetria no campo de tensões, verifi 

cando-se, no tecto, uma concentraçl3o num dos lados e um ali'vio no 

outro. 

5 - CONSID2RAÇOES FINAIS 

Apresentam-se, neste trabalho, os mod-elos por elementos de 

fronteira, desenvolvidos no LNEC, para cálculo de estruturas sub-· 

terrâneas. Realça-se a sua aplicação a uma central hidroeléctrica .sub 

terrânea e a uma exploração mineira. 

Os modelos desenvolvidos constituem um primeiro passo para do

tar o LN~C de modelos de cálculo por elementos de fronteira para o 

estudo de estruturas subterrâneas. Pensa .... se generalizar os modelos 

de modo a permitir, nomeadamente, o tratamento de heterogeneidades 

e de comportamentos nl30 lineares e anisotrópicos. 
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