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MODELO TRIDIMENSIONAL DE ELEMENTOS DE FRONTEIRA
PARA ANALISE DE ESTRUTURAS SUBTERRANEAS

1 - INTRODUGAO

Nos ultimos anos, tem-se assistido a um aumento generalizado
da utilizag3o de métodos numéricos no calculo de estruturas subter-
raneas. Com efeito, e cada vez mais facil ter acesso a sistemas com
putacionais, os quais vao evoluindo continuamente no sentido do au-
mento das suas potencialidades, permitindo a utilizagao de modelos
cada vez mais complexos.

0s modelos numericos, que recorrem ao uso do computador, sao
idealizagoes do que se passa na realidade, dependendo as suas carac
teristicas e complexidade, do tipo de aproximacao que e feita na
idealizacao. Assim, para a analise do comportamento de estruturas
subterraneas, dois tipos principais de aproximagcao podem ser feitas:
aproximagao de meio continuo e aproximagao de meio descontinuo.

No caso da aproximagao de meio continuo podem utilizar-se meto
dos diferenciais, tais como o metodo das diferencas finitas e o mé-
todo dos elementos finitos, e metodos integrais, geralmente na for-
ma do metodo dos elementos de fronteira.

Dos metodos diferenciais, o método das diferencas finitas esta
hoje praticamente abandonado no dominio das estruturas subterraneas,
devido a sua gradual substituicao, de uma forma vantajosa, pelo mé—
todo dos elementos finitos. Neste metodo, as relacoes governativas
da Teoria da Elasticidade sao expressas por'sistemas de equacoes di
ferenciais, com determinadas condi¢coes de fronteira no seu dominio
de aplicagao. A aproximagao das fungoes e feita de uma forma discre
ta, que consiste na defini¢cao dos seus valores em pontos nodais, sen
do aproximada localmente, em cada elemento finito, a partir dos va-
lores nodais,

No método integral dos elementos de fronteira, aquelas equacdes
diferenciais sao transformadas num sistema de equacdes integrais, so
com incognitas sobre a fronteira, reduzindo de um a dimensionalida-
de do problema. A fronteira da estrutura & discretizada por elemen-
tos, designados por elementos de fronteira, sendo as solucoes apro-
ximadas, interpoladas em cada elemento a partir dos valores nodais,
utilizando-se fungOes de interpolacao idénticas as utilizadas no mé

todo dos elementos finitos.
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Tanto o metodo integral dos elementos de fronteira como os me-
todos diferenciais das diferencas finitas e dos elementos finitos
se podem considerar, do ponto de vista matematico, oriundos do meéto
do dos resfduos pesados. Com efeito, a sistematizacao dos metodos
numéricos pode ser feita com base na admissibilidade das fungoes pe
sadas e de aproximacao e também nas bases analiticas envolvidas.

No caso da aproximagao de meio descontinuo podem tambem ser uti
"lizados modelos de elementos finitos e de elementos de fronteira.
Nos modelos de elementos finitos, as descontinuidades sao considera
das pela utilizacao de um tipo de elemento que simula o seu compor-
tamento e que & conhecido por elemento de junta. Nos modelos de ele
mentos de fronteira, tambem se podem utilizar elementos especiais,
que procuram simular o comportamento das descontinuidades.

Qutro tipo de modelos, destinados ao estudo dos meios desconti
nuos, sao os modelos clasticos. Baseiam-se na mecanica dos meios des
continuos e admitem que a rotura dos macicos rochosos e condiciona-
da, em grande medida,pelas superficies de descontinuidade e nao pe-
la matriz rochosa. Deste modo, na maioria destes modelos, despreza-
-se a deformabilidade da matriz rochosa, bem como a rigidez normal
das juntas, simulando-se apenas os grandes movimentos dos blocos de
rocha através das superficies de descontinuidade, resultantes de es
corregamentos, aberturas, rotacoes e interligacoes entre blocos. 0
movimento entre blocos processa-se até ser atingido novo equilibrio
global da estrutura. Estes modelos sao aplicaveis, fundamentalmente,
a estruturas subterraneas localizadas em zonas onde a densidade de
fracturagao seja elevada e o confinamento seja reduzido. De facto,
em zonas onde estas condicoes se verifiquem, a maior parte do movi-
mento resulta da ocorrencia de escorregamentos e aberturas nas frac
turas e rotagoes entre bhlocos, resultando inadequada a modelagao do
macico por um meio continuo equivalente.

Dos métodos existentes para o calculo estrutural de obras sub-
terraneas, o mais difundido e, actualmente, o método dos elementos
finitos, devido a sua grande versatilidade para tratar problemas
dos mais diversos tipos e com graus de complexidade elevados.

No entanto, ha alguns tipos de problemas para os quais o méeto-
do dos elementos finitos nao é particularmente adequado. Um exemplo
deste tipo de problemas, e o das estruturas em que a relacao entre
a sua superficie e o seu dominio é pequena, visto que o método exi-
ge que se discretize todo o dominio. Este problema é muito comum em

obras subterraneas, adquirindo a maior importancia no caso de mode
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los tridimensionais, em que o esforco dispendido para a discretiza-
cao se torna, por vezes, incomportavel. Outro exemplo importante €
o das estruturas inseridas em meios infinitos. Neste caso, utilizan
do a aproximacao de elementos finitos, € necessario considerar uma
fronteira exterior, suficientemente afastada da superficie das aber
turas, para que o seu efeito nao se faca sentir na zona a estudar.
Resulta daqui um volume de dados a tratar extremamente elevado, tor
nando o metodo pouco economico. Nestes casos € possivel usar com van
tagem o metodo dos elementos de fronteira.

0 metodo dos elementos de fronteira possui algumas vantagens
importantes que justificam a sua crescente popularidade. Entre elas

sao de salientar as seguintes:

a) SO0 & necessario discretizar a fronteira da estrutura, tor -
nando muito simples o trabalho de preparacao de dados. Este factor

€ da maior importadncia na analise de estruturas tridimensionalis.

b) 0 sistema de equacgoOes gerado & pequeno.

c) 0 tratamento de problemas envolvendo dominios infinitos e
feito automaticamente, sendo, por vezes, apenas necessario discret]

zar as fronteiras das cavidades nele inseridas.

d) SO sao calculados valores nos pontos em que realmente se
pretende conhecé-los, nao resultando o excesso de informagao que ge

ralmente se obtem em calculos por elementos finitos.

e) As solucgoes obtidas para problemas de concentragoes de ten-
soes e para problemas de singularidades na mecanica da fractura sao

particularmente economicas e correctas.

Aliadas a estas vantagens, o metodo dos elementos de fronteira
tem alguns inconvenientes que, no estado actual do seu desenvolvimen
to, ainda nao foi possivel ultrapassar. Entre eles sao de citar os

seguintes:

a) E dificil tratar problemas nao lineares complexos como sejam
os resultantes das variagoes de geometria relativos a diferentes se

quencias de escavacgao.

b) 0 tratamento de dominios anisotropicos, embora possivel, quer
em problemas bidimensionais, quer tridimensionais, & complexo, obri
gando, por vezes, a esquemas de integracao numerica bastante demora

dos.
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Tendo em vista aproveitar as vantagens do metodo dos elementos
de fronteira no calculo de estruturas subterraneas, desenvolveu-se
um modelo para estudo de problemas tridimensionais. Este trabalhoin
sere-se no processo de investigagao, subsidiado pelo PIDDAC e deno-
minado 'Concepgao e calculo de grandes estruturas subterraneas', e
aparece no seguimento de outros trabalhos, ja realizados, no ambito
deste processo, tendo em vista o desenvolvimento de tecnicas numeri
cas de calculo para a previsao do comportamento destas obras.

0 modelo tridimensional desenvolvide é aplicavel a dominios
constituidos por material homogeneo e isdtropo com comportamento
elastico linear, inserido num meio continuo. Paralelamente a este
modelo, foi desenvolvido no Nucleo de Obras Subterraneas um modelo
bidimensional de caracteristicas identicas.

Realizaram-se aplicacoes do modelo a algumas estruturas simples
visando essencialmente o seu teste e comparagao dos resultados obti
dos com os de outros modelos e com solucoes analiticas.

Este trabalho esta organizado em cinco capitulos, dos quais o
primeiro e a presente Introdugdao. No capitulo 2 apresentam-se as
duas principais formulagoes de elementos de fronteira (indirecta e
directa), sendo o capitulo 3 destinado a apresentar o modelio tridi-
mensional desenvolvido. No capitulo 4 incluem-se algumas aplicagdes
do modelo a varias estruturas e finalmente, no capitulo 5, apresen-
tam-se algumas ideias sobre os estudos que se acha que deveriam exe

cutar-se no seguimento deste trabalho.
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2 - FORMULAGOES DE ELEMENTOS DE FRONTEIRA

2.1 - Consideracoes iniciais

A utilizacao de métodos numericos, envolvendo a resolucao de e-
quagoes integrais em problemas de Teoria da Elasticidade, teve ini-
cio no final da década de cinquenta, principio da decada de sessen-
ta, tendo-se desenvolvido varias formulagoes para analise de proble
mas bidimensionais. No entanto, so em 1969 foi apresentada uma meto
dologia para a solucido de problemas tridimensionais (Cruse, 1969).
Neste trabalho, Cruse apresenta um metodo directo, discretizando a
fronteira em elementos triangulares, nos quais os valores dos deslo-
camentos e das pressoes aplicadas sao representados por um valor cons
tante, referido ao seu ponto central. As integragoes sao efectuadas
numericamente, a excep¢ao dos integrais referentes a certos pontos
singulares, que sao calculados por via analitica. Mais tarde, utili
za pela primeira vez um elemento triangular mais eficiente (Cruse
1974), onde se permite ja uma variacao linear dos valores de fron -
teira, referidos aos vertices de cada elemento triangular (pontos
nodais). E tambem apresentada uma forma indirecta de calcular os va
lores de certas constantes de caracterizacao geometrica, mediante
consideracoes de movimento de corpo rigido.

0s elementos triangulares lineares foram sendo gradualmente
substituidos por elementos mais complexos, que permitem uma melhor
discretizacao das fronteiras. E assim que, nos trabalhos de Lachat
(1975) e de Lachat e Watson (1976), sao utilizados elementos quadran
gulares e triangulares, em que € possivel ter uma variacao parabdli-
ca dos valores de fronteira, e com os quais se podem discretizar com
melhor aproximacao superficies curvas. Nestes trabalhos, sao utili~-
zadas consideracoes de movimento de corpo rigido para determinacao
das submatrizes diagonais referentes aos integrais nos pontos singu
lares. £ ainda apresentado um algoritmo para optimizagao do método
de integracgao numérica, com o qual se procura que as preciscoes obti
das em todas as integragoes sejam semelhantes. Este método e bastan
te trabalhoso e consiste na subdivisao dos elementos em subdominios
de integragao e na escolha adequada da ordem de integragao numerica
a utilizar em cada caso, de acordo com a rapidez da variagao do in
tegrando. Foi apresentada por Watson (1979) uma versao simplificada
deste algoritmo, de facil aplicacao, e que e inclusivamente utiliza

da no presente trabalho. Watson apresenta ainda uma formulagao para
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simular dominios envolvendo a totalidade ou parte do espacgo infini-
to tridimensional, discretizando unicamente a fronteira interior do
dominio. Este autor desenvolveu tambem elementos de fronteira infi-
nitos, que permitem discretizar superficies tais como como a super-
ficie livre de um semi—espago.‘

A dificuldade da extensao do metodo dos elementos de fronteira
ao tratamento de dominios anisotropicos, principalmente no caso de
equilibrios tridimensionais, constituiu, durante algum tempo, uma
limitagéo.importante na utilizacdao do método, nomeadamente no domi-
nio da Mecanica das Rochas. No entanto, Wilson e Cruse apresentaram
em 1978, uma formulagao que permite tratar problemas envolvendo doml
nios transverso-isotropicos. Este e, alias, o Unico tipo de simetria
elastica, alem da isotrdpica, para a qual existe uma expressao para
as solucoes fundamentais. No caso de graus de anisotropia mais ele-
vados, ha que proceder a uma avaliacao numérica das solugdes funda-
mentais, o que € um processo bastante complexo e que exige, actual-
mente, tempos de calculo de tal modo elevados, que impedem a sua uti
lizacdo de uma forma generalizada (Banerjee e Butterfield, 1981).

Hoje em dia, existem muitos autores a trabalhar no desenvolvi-
mento de novos modelos e novas possibilidades do método dos elemen-
tos de fronteira. Inclusivamente, existem ja modelos aperfeicoados,
que permitem tratar problemas dos mais diversos campos dentro da Me
canica dos Solidos, como sejam, problemas de viscoelasticidade (Be-
nerjee e Butterfield, 1981), elastoplasticidade (Swedlow e Cruse,
1971), (Banerjee et al., 1979), (Telles, 1983), viscoplasticidade
(Telles e Brebbia, 1982), (Brunet, 1982), analise dindamica de estru
turas (Brebbia e Walker, 1980), (Banerjee e Butterfield, 1981), ter
moelasticidade (Rizzo e Shippy, 1977), mecanica da fractura (Cruse
1979), (Bernitez e Ruiz, 1982), estudo de meios descontinuos (Crouch,
1976), (Hocking, 1978), (Chrouch e Starfield, 1983), estudo de meios
sem resistencia @ tracgao (Venturini e Brebbia, 1983) e muitos ou-
tros.

No Laboratorio Nacional de Engenharia Civil, o estudo e a apli
cagao do método dos elementos de fronteira nao tem sido feito de
uma forma continuada. No entanto, deve-se citar o trabalho desenvol
vido por Oliveira (1968), onde € apresentado um algoritmo para reso
lugao de problemas de elasticidade plana utilizando uma formulacio
indirecta, Mais recentemente, Portela e Romaozinho (1979) desenvol-
veram um trabalho em que apresentam as bases tedricas das formula -

¢oes directa e indirecta para problemas potenciais e da Teoria da
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Elasticidade.

Nas secc¢Oes seguintes apresentam-se as duas principais formu-
lacoes de elementos de fronteira. Em 2.2 & tratado de
uma forma sucinta, o método indirecto, dando uma especial atencao
ao metodo das tensoes ficticias. Em 2.3 apresenta-se, desenvolvidamen
te, a formulacdao do metodo directo, pois € com base nela que foi

elaborado o modelo de calculo apresentado no Capitulo 3.

2.2 - Metodo indirecto

Na formulacao indirecta do metodo dos elementos de fronteira,
as equagoes integrais expressam-se em termos de uma solugao anali-
tica conhecida para um dado problema, correspondente a uma solici-
tagao unitaria, distribuida ao longo da fronteira, com densidades
de distribuicao desconhecidas. Estas densidades de distribuigao
nao tem significado fisico mas, uma vez conhecidas, permitem calcu
lar as tensoes e os deslocamentos.

As solugOes analiticas mais usadas sao a de Kelvin e a de Mind
lin, que representam os efeitos de uma forga concentrada num meio
homogeneo e elastico infinito ou semi-infinito, respectivamente
(quer em 2 quer em 3 dimensoes).

Uma das formulagoes indirectas mais aplicadas e conhecida por
metodo das tensoes ficticias. Considere-se uma carga unitadria actu-
ando num ponto X segundo a direccao 1. Seja u?k a componente do
deslocamento segundo a direcgao k num ponto y e seja Sikm © tensor
das tensoes Tym &M Y (Fig. 2.1a). Considerando um corpo inserido
num espaco infinito e aplicando forgas ficticias E1 distribuidas
ao longo da sua fronteira T, os deslocamentos e as tensoes num pon

to interior y (Fig. 2.1b) serao:

*

u, = U7k ﬂl dT (2.1)
T
(1,k,m = 1,2,3)
*
Om = STum 91 4T (2.2)
T

Seja p?k a componente segundo k da pressao num ponto da su -
perficie do corpo, devida 3 aplicacio da carga unitaria em X;, se-
gundo a direcgao 1 (Fig. 2.1c). Entao, a pressao na superficie do

corpo, devida a aplicagao das tensoces ficticias ﬂ], e dada por:
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P = [p¥ B, 4T+ = 8, (1,k = 1,2,3) (2.3)

T

em que o Ultimo termo diz respeito & descontinuidade das tensoes na
fronteira, devida a carga ficticia ﬁk aplicada no ponto y, sobre a

fronteira (Banerjee e Butterfield, 1977).

=

Fig. 2.1 - Definicao dos pontos x. e y: (a) sistemas de eixos;
(b) ponto interior; (c) ponto na fronteira.

As equagoes (2.1) e (2.3) permitem calcular os deslocamentos e
as tensoes na fronteira devidos a uma determinada distribuicao de
tensoes ficticias. A distribuicao correcta sera aquela que der ori-
gem aos valores de P © YUy prescritos como condigcoes de fronteira
do problema (Lemos, 1982). Uma vez determinados os valores correctos
das tensoes ficticias, calculam-se os deslocamentos u, e as tensoes
O, q em qualquer ponto do corpo através das expressoes (2.1) e (2.2).

A integracao destas equag¢Ges, para determinacao das tensoes
ficticias, sO em casos extremamente simples pode ser feita por via
analitica, havendo portanto necessidade de proceder as integragoes
por via numerica. 0 metodo utilizado consiste em discretizar a su-
perficie da fronteira, sobre a qual se vai fazer a integracdo, em
elementos que se designam habitualmente por elementos de fronteira,

Na Fig. 2.2a), esta indicada a discretizagcao da superficie de

uma cavidade num meio infinito que se considerou, por simplicidade,
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! 1
(a) (b)
Fig. 2.2 - llustracao do metodo dos elementos de fronteira para o

problema de uma cavidade bidimensional: (a) problema fisico;
(b) modelo numérico.

bidimensional, num niamero E de elementos, suficientemente pequenos
para que as condicoes de fronteira se possam considerar de valor
constante no seu comprimento (Crouch and Starfield, 1983), mas va-
riavel de elemento para elemento. No caso geral sao impostas, numa
parte da fronteira, condigoes em deslocamentos (uk) e, na parte res
tante, condigcoes em pressoes (pk). As tensoes ficticias g, e B,con
sideram-se tambem constantes em cada elemento.

Este problema assim especificado pode ser resolvido atravées do
modelo da Fig. 2.2b), em que Tl e uma superficie com a mesma forma
de T. Note~se porem, que a superficie T' em que estao aplicadas as
tensoes ficticias nao representa uma fronteira, mas sim a idealiza
¢ao de uma superficie, cujo significado &€ meramente o da localiza-
cao dos elementos de fronteira da superficie T num meio infinito.

Considere-se, agora, a aplicacao das tensoces ficticias ﬂ?
(e = 1,2,...,E) em cada elemento e da superficie T'. As pressoes
pE e os deslocamentos uﬁ em cada um dos elementos, devidos a apli-
cacao dos ﬂ; na fronteira, sdo obtidos a partir das expressdes

(2.1) e (2.3), discretizando o integral num somatdrio nos elementos:
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e * i

up = PIRTI Asi (2.4)
i=1
E

e * i 1 e

Pp= Y Plk ﬂlAS + —— 8 (2.5)

(1,k = 1,2,3)

em que ASi ¢ a dimensdo do elemento i (comprimento ou area, confor
me se trate de um problema a 2 ou 3 dimensoes) e u?k e ka sao cal
culados no centro do elemento.

Em cada elemento da fronteira em que a condigao imposta seja
em deslocamentos, tem-se uma equacgao (2.4). Em pontos em que a con
dicdo de fronteira imposta seja em pressoes, tem-se uma equagao
(2.5). Obtém-se, assim, um sistema de 3E equagoes a 3E incognitas
(2E no caso bidimensional), em que estas sao as tensoes ficticias
ﬂ: em todos os elementos e segundo as direccgoes dos eixos coordena
dos. A partir das tensoes ficticias calculadas obtem-se os desloca
mentos e as tensoes em qualquer ponto do corpo a partir das expres

soes (2.1) e (2.2) convenientemente discretizadas:
E
~ x i
= X TR As, (2.6)

e

E
_ * i i
Tem = 2 S Py #1 ASy (2.7)

—
it
—

Além desta formulagao aqui apresentada, ha outros tipos de for
mulagoes indirectas do método dos elementos de fronteira apresenta
das por diferentes autores. Salienta-se o ''discontinuity displacg
ment method'" que permite abordar o problema de meios intersectados
por superficies de descontinuidade o que, em estruturas subterraneas,
permite simular a ocorréncia de descontinuidades nos macigos rocho
sos, nomeadamente falhas e diaclases (Crouch e Starfield, 1983).

Qutro tipo de formulagao apresentada por Tomlin e Butterfield
(Lemos, 1982) permite abordar o problema de meios zonados com materiais com
diferentes caracteristicas, o que € da maior importancia no estudo
de estruturas subterraneas para a simulagao de problemas em que

existem camadas de materiais com propriedades mecanicas diferentes.
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2.3 - Metodo directo

2.3.1 - Introducao

Na formulacao directa do metodo dos elementos de fronteira, as
equacoes integrais expressam-se em termos de funcoes que est3o direc-
tamente relacionadas com as grandezas fisicas do problema. No caso da Teoria de
Elasticidade estas grandezas sao os deslocamentos e as pressoes
nos pontos da fronteira. Os deslocamentos e as tensoes em pontos in
teriores sao calculados, posteriormente, a partir dos valores de
fronteira.

‘A formulagao directa pode ter como base o teorema da reciproci
dade (ou de Betti) ou o teorema dos trabalhos virtuais. No entanto,
com maior generalidade, a formulacao pode basear-se no metodo dos
residuos pesados (Portela e Romdozinho, 1979), (Portela, 1980), (Bre
bbia, 1978); a equagao dos residuos €& escrita tendo como funcao pe

sada a solucao fundamental do campo elastico.
2.3.2 - ldentidade de Somigliana

Apresenta-se, nesta seccao, a dedugao das expressoes basicas
do metodo dos elementos de fronteira, a partir do Teorema de Betti.
Considere-se um campo elastico instalado num dominio com

fronteira T e satisfazendo as condigoes:

907k

% + b, =0 em §?
c g Ouy  Oup

1k T 7 ank * axl) em §2

(1,k,m,n = 1,2,3) (2.8)

G}k = CIkmn Emn em {2
U = UK em T]
P = T Mp = Py em T,

em que G]k e €]k sao os tensores das tensoes e das deformacoes, bk
representa as forcas aplicadas no dominio, Py representa as pres -
soes aplicadas na fronteira, Clkmn € a matriz de elasticidade e n]'
sao os co-senos directores da normal a3 superficie. Os deslocamentos
e as pressoes impostas na fronteira sao representados respectivamen

te por U, e P . T, é a parte onde sao impostas condig¢oes em des
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locamentos e T, a parte onde sao impostas condicOes em pressoes.
Considere-se, agora, outro campo elastico, independente do an-

b*, p* e u*, instalado no mes~-

terior, representado por O?’ E#’
mo dominio e obedecendo as mesmas condi¢oes. Entao, o teorema de

Betti postula que o trabalho realizado pelo primeiro -campo elastico
na deformacdo do segundo & igual ao trabalho realizado pelo segundo

campo elastico na deformacgao do primeiro. Tem-se, entao:

oF, g, A= [0, €Y (l,i<=1,2,3) (2.9
/Qlk 1k Qlk 1k

Integrando ambos os membros da equagao (2.9) por partes, utili-
zando o teorema de Green e tendo em consideragao as expressoes (2.8)

obtem-se:

* * _ * % -

o que corresponde a forma externa do Teorema de Betti.

A equacao (2.10) foi estabelecida para dois campos exactos dis
tintos admissiveis no mesmo dominio §2 . No entanto, essa equacao
pode generalizar-se ao caso em que um dos dominios e infinito Q%o ,
contendo o dominio 2 . Em ) define-se o campo elastico que se pre
tende analisar e emg}co o campo estrutural fundamental, o qual &

regido pela seguinte equacao:

b = 8, (x - x.) (1,k = 1,2,3) (2.11)
em que 61(x - xi) represeﬁta a fungao delta de Dirac, que correspon
de a aplicacao de uma forga unitaria segundo a direcgao | no ponto

X5 gg}oo. A fungao delta de Dirac tem as seguintes propriedades:

6](x - xi) = 0 se X # X,
6](x - xi) = Q0 se X = X (1=1,2,3) (2.12)
sendo: gk(x) ﬁl(x - xi)d§2 = g](xi)
(e}

Se o ponto xi€§2, o primeiro integral da equacdo (2.10), devi-
do as propriedades selectivas da funcdo delta de Dirac, toma o va

lor:
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em que u; representa o deslocamento no ponto X segundo a direccao 1.
Substituindo (2.13) em (2.10) vem:

i * _ * * _
u; + ﬁk Uy dT = Qbk Uy di? + P Ui dT (k=1,2,3) (2.14)
T\

Note-se que u: e pi sao as solugoes fundamentais.

Se se considerarem as tres direcgoes de um espaco tridimensio

nal, pode-se escrever:

i * _ b 3 P _ 4
4y * /plk up dT = Qbk uy, dQ+ [ p, uy, d7 (1,k=1,2,3)  (2.15)
T T

em que uTk e ka representam o deslocamento e a tensao na direc
cao k, devidos a aplicacao de uma carga no ponto x; segundo a di-
reccao 1,

A equacao (2.15) e conhecida como a identidade de Somigliana
para deslocamentos e € atraves dela que se irao calcular os deslo-

camentos em pontos interiores do corpo.
2.3.3 - Solugoes fundamentais

As solucoes fundamentais podem ser classificadas de acordo com
a regiaoQep envolvida. .

Se o dominioflpp € tomado como sendo todo o meio elastico in-
finito, entdo tem-se a solucao fundamental de Kelvin para o espacgo
inteiro., Representa o efeito (u* ou p*) em qualquer ponto do do-
minio infinito, devido a uma solicitagac unitaria aplicada noutro
ponto do mesmo dominio infinito (Fig. 2.3b). As expressoes uTk e

ka’ para um espaco tridimensional isotropico, sao (Brebbia 1978):

3 1 al" al"
u1k= 16TEG(1"V)r (3'4V)6]k+é‘x—l'a-';(—k‘ (];k=1,2’3)-

* -1 Or dr QOr Or Or
pX = (1-2v)0,, +3 =2~ E=, ~(1-2V &~ n-Z— n

Tk BT (1ov) r2 an{ k* 2 axy ax, 9%, "Kax, M
em que n sao os co-senos directores da normal exterior & superfi-
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cie,@lk é o simbolo de Kronecker, r & a distancia do ponto de apii
cacdo da carga ao ponto em consideragao (Fig. 2.3a) e ar/an e Or/
/ax] sio as derivadas desta distancia emrelacao a normal e em relagao

aos eixos coordenados, respectivamente.

As derivadas de r sao dadas por:-
Oor r] (
= — 1 = 1,2,3)
ax1 r ’
(2.17)
Or ar .
= n (I = 1,2,3)
an axi i )
- Ui3,P13
n
X3 X3 .
T P12
/> \U‘h # uq1(2
1
r‘.‘
Xi ‘ X3 Xi X,
‘ Forca unifaria
e na direcdo x4
X X
{a) {b)

Fig. 2.3 - Caso tridimensional: (a) definig¢des geométricas; (b) solu
coes fundamentais.

Para um espaco bidimensional isotropico com estado plano de
deformagao tem=-se:

1 1 dr O
Yk = B | BV Ine) Oy ax: a;k

(1,k = 1,2)
(2.18)

-1 d or_ 0 @)
Plk = TRT=VIT | g {("ZV) O+ 2 6;1 a;k}' (1'2\”{5;} ”k'gik ”}

No caso de se ter um estado plano de tensao, basta substituir
nas expressoes anteriores Vy por V=V/{(1+V) e E por E = E(1-V2).

E interessante notar que, enquanto no caso tridimensional cs
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deslocamentos uTk tendem para zero quando r tende para infinito, no caso
bidimensional uTk tende para -0O . Isto deve-se ao termo 1n{(1/r) inciul
do na primeira das expressoes (2.18). Assim, o significado de uTk nao e o
de um deslocamente de um ponto, mas sim o seu deslocamento relativa -
mente a outro ponto que se considere fixo (Telles, 1983).

Esta solucao fundamental permite simular o comportamento de ca
vidades em meios infinitos, o que e de grande utilidade em obras sub
terraneas, nomeadamente em cavernas profundas, em que a influencia
da superficie livre do terreno nao tem significado.

Outra solucao fundamental existe para o caso em que o dominio

9%3 € um meio espaco. Corresponde ao dominio da solucao fundamental
anterior cortado por um plano horizontal infinito que & considerado
3 partida como livre, isto e, sem tensoes aplicadas e com desloca -
mentos permitidos em todas as direccoes. A solucao fundamental para
este caso e a solugao de Mindlin para um meio semi-infinito.

Esta solucao fundamental permite tratar mais facilmente proble
mas de obras subterraneas a pouca profundidade, em que o efeito da
superficie livre do terreno e importante. Como exemplo de aplicacgao
da solucao fundamental de Mindlin para um meio espago citam-se os
trabalhos de Banerjee e Butterfield (1977) e Nakaguma (1979).

No presente trabalho a solugao fundamental utilizada sera a de

Kelvin, correspondente a um espaco infinito.
2.3.4 - Equacao integral na fronteira
2.3.4.1 - Dominio finito

A equagao (2.14), que representa a identidade de Somigliana,
foi deduzida considerando que o ponto singular X onde e aplicada a
forca unitaria, esta localizado no interior do dominio do corpo. Se
© ponto x. estiver situado sobre a fronteira T, aquela equacao so-
fre algumas alteracoes.

Considere-se novamente a equacao (2.10) correspondente a forma
externa do Teorema de Betti. Se o ponto singular X, se localizar so
bre a fronteira T do corpo, entao o primeiro integral de (2.10) anu

la-se, ficando:

pp u dT = [b, uff d0 + P up AT (k=1,2,3) (2.19)
T T

Para se deduzir a expressao correspondente a X sobre a fron -
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teira vai-se assumir que a forca unitaria n3o é aplicada em Xi, mas
sim sobre uma superficie esférica T. com um raio € , centrada em X15
e fazer tender € para zero (Fig. 2.4). A expressao (2.19), trans
forma-se em:
d7 =

* —
Pk U U p, Uy AT (1,k = 1,2,3)  (2.20)

(T-Tg )+ T Q (_T—T€)+?€

tendo ja em conta que as for-
cas unitarias actuam indepen-
dentemente em cada direccao.
Tomem=-se separadamente - ©0s
integrais anteriores quando
£ —-=-0. Para o primeiro inte=-

gral vira:

Fig. 2.4 - Ponto snngu]ar sobre a frontei
ra; superficie esferica T

lim plk K dT = 1i p]I< K dT + 1lim dT

P
£ -0 €-o _ £E—=0 Tk

(2.21)

(1,k = 1,2,3)

Pode demonstrar-se que o primeiro integral do segundo membro

toma um valor finito nao nulo, o que tem como consequéncia que:

* *
1im p u, dT = (lim P d7) u, =
o ) Pkt . [lk k
Te Te

I
(@]

1k Yk (2.22)

(1,k 1,2,3)

]

No caso de uma fronteira regular (isto €, que tenha tangente

-

inica no ponto i) o valor de C:k e:

1 = = Ok (1,k = 1,2,3) (2.23)

No entanto, na pratica, nao ha necessidade de calcular C:k
pois, atraves de um processo indirecto de representagao de um movi
‘mento de corpo rigido, determina-se o seu valor juntamente com o
correspondente valor de //;pfk Uy dT. Este procedimento sera o uti
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lizado adiante na secgao 2.3.5.

Os restantes integrais da expressao (2.21) nao apresentam sin-
gularidades, podendo ser tomados no sentido usual.

Ent3o, substituindo (2.21) e (2.22) na equacao (2.20), quando

£—e—o0 vira:

CH<uk +

* _ *
Prg Y 9T = [ U Py

dT + uTk b 42 (1,k=1,2,3) (2.24)
9)
T T

Esta € a equacao integral que relaciona deslocamentos e ten -
soes na fronteira e forcas de massa num corpo elastico. Uma vez que
o termo das forcas de massa seja conhecido, esta equacao fica so com
incognitas na fronteira. Esta e uma das caracteristicas mais impor-
tantes do método das equacoes integrais na fronteira e que permite

que seja aproximado numericamente.
2.3.4.2 - Dominio infinito

No caso do dominio §2 do corpo elastico ser infinito, engloban
do algumas cavidades finitas, ha que ter em atencao que € necessa -
rio integrar o segundo e o
terceiro termo da expressao
(2.24), nao so na frontei-
ra T das cavidades fini-
tas, mas também numa fron-
teira imaginaria do corpo,
no infinito.

Considere-se um ponto

de localizacao arbitraria
X, no dominio deste corpo
e seja ro © raio de uma
esfera centrada em X Na

figura 2.5 o corpo infini-

Fig.2.5 - Interseccao da superficie de uma esfe to e representado por um
ra de raio r_ com um oitavo de espago. gitavo de espaco tendo-se

considerado, por simplicidade, o ponto Xq coincidente com o ponto de
interseccao dos 3 planos que constituem a fronteira. To sera a in-
terseccao da superficie desta esfera com o dominio do corpo. Consi~-
derando, por simplicidade, que nao existem forgas de massa, a expres

sao (2.24) escreve-se:
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P
i * * _ %* *
T

< s : n

(o]
(1,k = 1,2,3)

Esta equacao podera ser expressa apenas em termos da fronteira

T se, quando ro—=00, se tiver:

N * *
Tim Pl Yk = Yik Py| dT =0 (1,k = 1,2,3) (2.26)
r_—=C0
°© T
o}

Esta equacdo traduz as condi¢oes de regularidade das fungoes numa
superficie infinitamente distante (Telles, 1983).
Em problemas tridimensionais, para um ponto pertencente a

T , tem-se:
o

dr = |9 @ dp,  |9]= 0(rd)
uTk = O(r;1) (2.27)
Plk = 0(rg")

em que Y el sao coordenadas esféericas e 0( ) representa o com-
portamento assimptotico quando ro—=0o .
Se a resultante das pressoces aplicadas na fronteira for nula,

os valores de U, e pp em T quando Fo—=00> serao forcosamen-

O’
te nulos, sendo a condigdo (2.26) imediatamente satisfeita, anulan
do-se separadamente ambos os termos do integral. No caso de a resul
tante nao ser nula, pelo principio de Saint-Venant, tem-se que o

comportamento de U, e p em T quando Fo—=00, sera identico ao da

,
solugao fundamental correspongente a uma forca aplicada na direcgao
da resultante. Assim, tem-se que u, = O(r;1) e p = O(r;Z), o que
faz com que os dois termos da expressao (2.26) se anulem separada-
mente quando ro— 0.

Para problemas bidimensionais, tem-se:

d7 = [J] 49, 4] = o(r))

o]
0(in (1/r ) + 1) se 1 =k
“Tk = ° (2.28)
0(1) se 1 # k
Pl = O(r;1)
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em que Y & uma coordenada polar.

Neste caso, os 2 termos do integral da equagao (2.26) nao se
anulam separadamente, mas sim a sua diferenca. De facto, com base
novamente no principio de Saint-Venant e nas conclusoes tiradas no
caso tridimensional, pode-se substituir u, e p, na expressao (2.26)
pelos tensores correspondentes a solucao fundamental bidimensional
uTk e p?k. Verifica~-se, assim, que a equacao (2.26) é identicamente
satisfeita.

Conclui-se, desta forma, que a equagao integral na fronteira
(2.24) e tambéem valida para meios infinitos, quer em duas, quer em
trés dimensoes. Esta conclusao tambem se aplica a identidade de So-

migliana.
2.3.5 - Discretizacao da equacao integral na fronteira

Expoe-se, nesta seccao, a metodologia adoptada para a discretl
zacao e resolucao das equagOes integrais apresentadas na secgao an-
terior.

A equacao integral na fronteira, deduzida em 2.3.4, e:
i i * _ * *
C]k u t Pl Yk d7 = Uik Pi dT + Uik bk d®? (2.29)
T T
(1,k = 1,2,3)

em que os simbolos utilizados tem o sequinte significado:
i - ponto singular de aplicagao da carga unitaria (xi).
1 - direccao de aplicacao da carga unitaria no ponto X

* ~ . X - . - .
Pl - pressao num ponto da fronteira, na direcgao k, devida a apli
cacao de uma forca unitaria em x., actuando segundo a direc

cao 1 (solucao fundamental em pressdes).

ufk - deslocamento num ponto da fronteira, na direccao k, devido
a aplicacao de uma forga unitaria em x., actuando segundo

a direccao 1 (solucao fundamental em deslocamentos).

Clk - coeficiente dependente da geometria do contorno.
ui - deslocamento no ponto X segundo a direccgao k.
U sPy - deslocamentos e pressdes no contorno na direcgao k.
bk - forcas de massa na direcgao k, aplicadas no dominio.
As direccoes 1 e k (1,k = 1,2,3) sao as direccoes do sistema
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de eixos cartesianos global adoptade para a estrutura.

Na formulacdo numérica que se vai expdr, considera-se, por sim
plicidade, que nao existem forgas de massa aplicadas no dominio do
corpo elastico. Obtém-se uma equagao s6 com incognitas sobre a fron

teira (uk e pk):

i i * _ /’* _
C}k uk+ p]k uk dT = j u]k Pk dT‘ (]9k"1;2’3) (2.30)
T T

A aproximagao do metodo dos elementos de fronteira consiste em
dividir a fronteira em elementos de superficie, discretizados num
conjunto de pontos nodais, sendo as fungoes U e Py aproximadas a
custa dos seus valores nos pontos nodais, utilizando fungoes inter-
poltadoras.

A equacao integral é aplicada de uma forma discretizada a cada
um dos pontos nodais X da fronteira T, segundo as direcgaesdostrés
eixos coordenados, sendo os integrais calculados numericamente sobre
cada elemento. Sendo N o numero total de pontos nodais, resultantes
da discretizagao da fronteira T em elementos, obtem-se um sistema
de 3N equagoes lineares envolvendo os 3N valores de deslocamentos e
os 3N valores de pressoes. Como num problema correctamente formula-
do se impoem condigcoes de fronteira num total de 3N valores nodais,
obtem-se um sistema de 3N equacoes a 3N incognitas que, uma vez re-
solvido, fornece os restantes 3N valores de fronteira.

Note-se que a existéncia de forgcas de massa aplicadas no domf-
nio () pode ser tratada por um processo simples de integracao sobre
células em que o dominio é dividido (Brebbia, 1978), gerando uma con
tribuicao adicional para o termo independente do sistema de equacoes.
Estas células nao s3o elementos finitos mas sim subdominios utiliza
dos apenas para a integragao numerica.

No que se segue, tratar-se-a da discretizacao para o caso tri-
dimensional, mas os conceitos continuam a ser validos no caso bidi-
mensional,

Em primeiro lugar ha, pois, que dividir a fronteira em elemen -
tos de superficie. Estes elementos, como ja foi referido, podem ter
varias formas (triangular ou quadrangular), e admitir varios graus
de variacao das fungoes no seu dominio (constantes, lineares, para-
holicos, etc.).

As coordenadas cartesianas Xy de um ponto arbitrario, localiza

do sobre um elemento de fronteira, sao dadas a partir das coordenadas dos

20 LNEC - Proc. 47/11/7315



. e
pontos nodais Xj

x, = N x& E 1,2,...,P) (2.31)

J
k

[ I
N
w
g

em que Nj representa as fungoes interpoladoras expressas nas coorde
nadas locais ym(m = 1,2) do elemento e cujo significado é identico
ao utilizado na tecnica dos elementos finitos e P € o ndmero de pon
tos nodais do elemento.

Para os deslocamentos e as pressoes, a interpolacao €, em ge-

ral, feita de modo identico a partir dos valores nodais:

e
4 = N. uS (j = 1,2,...,P)
k ik (2.32)
= N. p€ k = 1,2,3)
Py ] ka ( 3)

Supondo que se discretiza a fronteira T num numero E de elemen
tos de fronteira, a equacao (2.30) pode escrever-se da seguinte for

ma:

E E
i i * *
Cip Y * by /p]k u dTi =} ujy Py dT (2.33)
e e
(1,k = 1,2,3)

Substituindo as equacdes (2.32) em (2.33) obtem-se:

E E
i U +| T ka N uj?k = ¥ uTk, N, dT p?k (2.34)
e=1 T e=1 T
e e
(i =1,2,...,N)
(j =1,2,...,P)
(1,k = 1,2,3)

Os integrais sobre os elementos sao calculados por tecnicas de
integragao numérica explicitadas adiante, utilizando-se o metodo da
quadratura de Gauss.

A equacao (2.34) e valida para o ponto nodal i sobre a frontei
ra e para o grau de liberdade 1. Efectuando o espalhamento das matri

zes pelos pontos nodais, obtém-se uma equagao genérica:

¢ ik Y Mgk Y5k T Bk Pk %;J

i
u 1,2,...,N) (2.35)
1k 1,2,3)

R
nou

em que ujk e Py representam, respectivamente, o deslocamento e a
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pressao no né j da estrutura, segundo a direcgao k. Os termos

-

Hi]jk e Giljk sao:

Hitjk = Pl Nj dT

7

=]

(2.36)
_ *

Giljk = Uik Nj dT

T

e

Considerando uma equagao matricial global pode escrever-se:
(C + H) U =GP (2.37)

em que os vectores U e P contem todos os deslocamentos e pressoes em
todos os pontos nodais. C € uma matriz quase-diagonal em que s6 o0s
termos das submatrizes diagonais de 3 x 3 contem elementos nao nulos,

podendo deste modo ser somada a H. Entao, a equacgao matricial que

se obtem ée:
HU = GP (2.38)

No caso de existirem forcas de massa aplicadas no domfinio Q,
a equagao tem mais um termo respeitante a ja referida integracao so

bre as células. Este termo serda um vector B dado por:

D
B,y = X ul, by dQ (1,k = 1,2,3) (2.39)
d=1 "y

em que D & o nimero total de células em que o dominio & dividido.
Adicionando este termo ao segundo membro da equagao (2.38), obtém -

-se em forma matricial:
HU = GP + B (2.40)

A equagao (2.40) representa o sistema de 3N equagdes ja referi
do, em que existem 3N valores de pressoes 3N valores de deslocamen-
tos. Como se disse, num problema correctamente formulado sao sempre
impostos a partida um numero total de 3N valores de pressoes e des-
locamentos, restando 3N incognitas em que algumas s3o pressdes e ou
tras sao deslocamentos. Assim, tém-se algumas incognitas U no pri -

meiro membro e algumas incognitas P no segundo membro. Para se resol
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ver o sistema de equagOes, impoe-se um reordenamento das equagoes,
de tal modo que se obtenham todas as incognitas no primeiro membro

e todos os valores conhecidos no segundo:
AX = MY + B (2.41)

em que X € o vector das incognitas, Y € o vector dos valores conhe
cidos e A e M sao duas matrizes resultantes de H e G por troca de al
gumas das suas colunas. Sendo assim, € possivel efectuar o produto
MY e somar a B, obtendo-se um vector F dos termos independentes do

sistema de equacgoes:
AX = F (2.42)

A matriz A e uma matriz cheia e nao simétrica, sendo o sistema de
equacoes, normalmente, resolvido pelo algoritmo de Gauss.

Uma vez calculados os valores das incognitas X do sistema de
equacoes (2.42), tém-se os deslocamentos e as pressoes em todos oOs
pontos nodais da fronteira, sendo os valores de u e p em qualquer pon
to da fronteira determinados a partir dos valores nodais do elemen-
to sobre o qual se encontra, com base nas expressoes (2.32).

Nota-se que, para o calculo total da matriz H, é ainda necessa
rio determinar os valores das submatrizes da sua diagonal principal.
Estas submatrizes sao constituidas pela soma de duas parcelas, a pri
meira das quais diz respeito a matriz C e a segunda a matriz H. Os
valores da matriz C, ou seja C:k’ dizem respeito, como ja foi refe-
rido, a configuracao da fronteira em cada ponto x., podendo ser de-
duzidos por via analitica para configuragoes simples. Por outro la-
do, para o calculo dos termos das submatrizes da diagonal principal
de ﬁ, ou seja giljk’ alguns dos integrandos tendem para infinito
pois, quando r — 0, vem que ka = 0(1/r2)— . No entanto, nao e
necessario determinar nenhum destes valores separadamente. A soma
das duas parcelas que constituem estas submatrizes Hilik da matriz
H, podem ser determinadas, de uma forma indirecta, por consideragoes
de translacgGes de corpo rigido segundo as direcgoes dos eixos coor
denados.

Assim, considere-se um corpo elastico finito ao qual e aplica-
da uma translaccao de corpo rigido de valor unitario segundo cada

um dos trés eixos coordenados. A equagao (2.38) transforma-se em:

Hi, =0 (2.43)
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visto que de um deslocamento de corpo rigido nao resultam quaisquer
pressoes na fronteira do corpo. H representa um vector que corres-
ponde aos deslocamentos unitarios nos pontos de fronteira segundo o
eixo coordenado 1. Decompondo H e escrevendo em notagao indicial,

tem-se, para cada ponto X

-~

i _ .
C]k+Hij-O (i, 1,2,...,N) (2.44)

Passando para o segundo membro os termos de H em que i # j vem:

i’ o — - - 0
Clk * Hiljk 6ij - (1 6ij)Hi1jk (2.45)
ou seja:
— i 0 — - - 0
Hilik - C]k * Hilik - (1 6ij)Hiljk (2.46)

Esta expressao e valida para dominios finitos. No entanto, pa-
ra dominio infinitos ou parcialmente infinitos, € necessario adicio
nar um termo correspondente a integragao sobre a fronteira no infi-
nito, sequindo o procedimento utilizado na seccao 2.3.4.2, na medi-
da em que as condigoes de regularidade, definidas na expressao
(2.26), ja nao sao satisfeitas;visto que, neste caso, o valor do des
locamento quando ro—a-OD nao tende para zero, tomando um valor cons
tante,unitario. Consequentemente, a expressao (2.25) transforma-se,

nestes casos, em:

i L . %
Clk U U Pl 9T + l|m U Pl dT =0 (2.47)
T o 0 T

(]9k = 1’2’3)

pois que os p, sao nulos. Os u, correspondem a translaccao de corpo
rigido e, como os seus valores sao unitarios em todo o dominio infi

nito, pode-se escrever:

¢l + ... +1im ) G, =1,2,...,N)  (2.48)
1k ll_]k r ——0 Tk (],k= 1’2,3>
o] T
o
ou, separando os termos com i = j dos termos com i # j:
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. *
Holie = (1 f)iJ.)H”ik+ 1im py, dT (2.49)

r — QO T

o o 1
Este ultimo integral sobre TO € um integral azimutal (Watson, 1979)
e tem de ser calculado para cada caso. No caso do dominio do corpo
elastico ser todo o espago tridimensional a menos de algumas cavida
des finitas, o valor do integral azimutal pode ser deduzido por con
dicoes de equilibrio, atendendo a que p?k corresponde a uma forga

unitaria aplicada na direcgao 1. Vira, entao:
pT, d7 = - O, (1,k = 1,2,3) (2.50)

No caso geral de o dominio do corpo elastico ser so uma parce-
la do espacgo infinito tridimensional, o valor do integral azimutal
tem de ser determinado analiticamente. Considere-se um corpo com um
dominio parcialmente infinito e incluindo algumas cavidades finitas.
Tome-se um ponto arbitrario X, no dominio do corpo e seja ro © raio
de uma esfera centrada em x_. Seja T _ a interseccao da superficie
da esfera com o dominio do corpo elastico. E esta parcela da super-
ficie da esfera que constitui o dominio da integragao azimutal, achan
do-se depois o seu limite quando ro—o . Como se verifica facilmen
te, o valor deste integral e independente da existencia de cavidades
finitas. '

Vai-se determinar o valor do integral azimutal para o tipo de
dominios tridimensionais parcialmente infinitos mais correntemente
utilizados (Fig. 2.6). Com este tipo de dominio poder-se-ao tratar,
entre outros, os casos de um oitavo, um quarto, ou meio espag¢o, que
sao comummente utilizados. Como o ponto X e arbitrario, considera-
-se, por simplicidade, coincidente com a origem de sistema de eixos
0X1X2X3' A superficie de integracao € a calote esférica representa-
da na fig. 2.6 e e definida por quatro angulos UP],(P , $] e ¢2) e
pelo raio r. No calculo dos integrais usam-se coordenadas esféricas
(r,9 , ), sendo o determinante do Jacobiano da transformacao de

coordenadas cartesianas para esfericas dado por:
lJl = r2 cos (2.51)

Escrevendo o integral azimutal em coordenadas esfericas vem:
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Py Pa

ka dT = ka | 4] dQd = ka r? cos{ dQ dy)
T b, A, b, : (2.52)
(1,k=1,2,3)
Como o Jacobiano & [J| = 0(r?) e a solugao fundamental em pressoes
e ka = O(i/rz), o integrando fica independente do raio, o mesmo

acontecendo com o valor do integral, nao havendo, portanto, neces-

sidade de proceder ao calculo do seu limite quando rd—-CD

LX3
o \%2
, ”;*<t;;~\ % X,
g =9/
/Q“ " ///’/' h
g -

Fig. 2.6 - Definicoes geométricas para calculo
do integral azimutal no caso tridi-
mensional.

normal sao os seguintes:

~

Q
3

|

cosP cos) = n,

Q
X

Q
5

]

sen® cosl = n,

2|
X
N

Q
3

|

sen = ng

S
b4
(WS}

Q
3

Q)]
=

26

Recorde-se a expres-
sao (2.16) da solucgao
fundamental em pressoes

* s g
Pjg Para o caso tridi -
mensional. As derivadas

do raio em relacao a X 19

X, e x3 e em relacao a

normal, sao calculadas

a partir das expressoes
(2.17). A normal & defi
nida como vector unita-
rio, perpendicular a su
perficie T, em cada pon
to e orientada para o ex
terior do corpo elasti-
co. No caso da calote

esferica da fig. 2.6, os
valores das derivadas

de r e dos versores da

(2.53)

(2.54)
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Substituindo (2.53) e (2.54) na expressao (2.16) da solugao fun
damental em pressoces,e integrando da forma indicada na expressao

(2.52), obtém-se a seguinte expressao:

P
’ J//}%i/f 2 rk1-2V)+3cos%Pcoéﬂ) BSentpcoskPCOSZQ) 3cosPsen(fpcosy
b

Jp?ﬁ?:—ﬁm (1 -2\/)+35en2gp cosﬁ) 3senPsenPcos)
T Sim. (1—zv)+3sen%p

cosl) dP di (2.55)

Procedendo a integracao desta matriz obtéem-se:

* 1 : _
/// P1k dT = - BT C]k (1,k = 1,2,3) (2.56)
7

o}

em que:
611 = (J'ZV)@i&-@%)(sendﬁ-senQH)4n% [@P&*P1X+(senqa cos\p, -
- Senq% Cosq%)] {3(56“4&'Senq%) - (sen%bz-sen3Lb1{
622 = (1-2V)(45'Q%)(senQ&-senQH)+ %-[sz-q%)- (sentf, cosd, -

- sen{ cosq%i} [3(5en@b-sen¢%) - (sen%bz'se”%b1{}
' (2.57)
633 = (9,-9) [(1-2V)(sen¢5-sen¢%) + (sen%p27sen%b1ﬂ

612 = 621 =-% (sen%pz-sen%p1)[%(sedbz-semb1)- (Sen%pz-sen%p1ﬂ
613 = é31 = - (sed@h-sen@%)(cos{pz—cos%b1)

623 = é32 = (cosqé‘cosq%)(C°5%92'°°5%bl)

Estas expressoes foram deduzidas para valores de {y entre —TL /2 e
/2 e so para valores entre estes limites poderao ser utilizadas.

A expressao final para calculo dos termos das submatrizes de
3 x 3 da diagonal principal de H, no caso de equilibrios tridimen-
sionais, € obtida substituindo (2.56) em (2.49):

- 1 .
Hitik =~ ("6ij) Hivik™ BE0T=wr Clk] (2.58)
(i ’j=1 12,3, -1N)
(1,k=1,2,3)
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No caso bidimensional, o procedimento adoptado para calculo dos
termos das submatrizes de 2 x 2 da diagonal principal de H, e iden-
tico ao seguido para o caso tridimensional. Determinou-se o valor
do integral azimutal para sectores circulares, que constituem um ti
po de dominio bastante utilizado (Fig. 2.7). Com este tipo de domi-
nio, poder-se-ao tratar os casos de um quarto, ou meio espac¢o bidi-
mensional. As integracoes foram feitas em coordenadas polares na
fronteira constituida pelo arco de circunferencia representado na
fig. 2.7 e definido pelos angulos (I e B e pelo raio r. 0 determinan
nante do Jacobiano da transformacao de coordenadas cartesianas para

polares é:
4] = r (2.59)

Em coordenadas polares, o integral azimutal vem:

a a
* * *
Pl dT = Pl 19 d¥ = Pl F d¥ (2.60)
o B &
‘ (.],k=19293)
Identicamente ao que se passa no ca
so tridimensional, como |Jl= 0(r) e
ka = 0(1/r), também aqui o integran
do & independente do raio, ndo haven

do necessidade de proceder ao calcu

lo do seu limite quando ro—a-OD. 4 %2
Recorde-se a expressao (2.18) :
da soluc3o fundamental em pressoes //i;//// ,
p?k para o caso bidimensional. As de ’i//// ij” ~ 7
rivadas que aparecem nesta expres - //;/ff/; /’
sao, bem como a normal, tém o mesmo <ii<<;)/
significado que no caso tridimensia ¢ B
nal. Para o arco de circunferéncia Xg '&
da fig. 2.7, os seus valores sao:

-\

Or = cosP=n

%4 1 - Fig. 2.7 - Definicoes geometricas

‘ (2.61) . para calculo do inte -

3 : gral azimutal no caso
ro ~ bidimensional.

5%, = senP= n,
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é%% - 1 (2.62)

Substituindo (2.61) e (2.62) na expressao (2.18) da solucao
fundamental em pressces e integrando da forma indicada na expressao
(2.60), obtem-se:

(1-2V)+2 cos%p 2 sen cosY
1

5 S - dX2.63)
Le(1-v) Sim. (1-2V)+2 sen’

© B

Procedendo a integracao, vem:

T

* 1 . _
/// Pl 97 = = Two-wy Cik (1,k = 1,2,3) (2.64)
T
(o]

em que:

611 2(1—V)«1-B) + (sent cosq - sen BcosB)

622 (senC{ cos (] - senBcosB) (2.65)

i

2(1-V)(G-B)

é12 = 621 senza - senzB

A expressao final, para calculo dos termos das submatrizes de
2 x 2 da diagonal principal de H, no caso de equilibrios bidimensio
nais, e obtida substituindo (2.6L4) em (2.49):

- 1 . —
Hipie = = L OO DR - syl §ri;}'%
2.3.6 - Equagoes integrais para pontos interiores

Conforme se viu em 2.3.2, a identidade de Somigliana fornece o
campo de deslocamentos no interior do campo elastico (expressao
(2.15)). Passando o integral do primeiro membro da equagao para o

segundo, vem:

i * - * *
u, = ///u]k p, dT ///;]k u, dT o+ /é;‘k b, d? (2.67)
T T
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0 tensor das tensdes & obtido por diferenciacao desta equacao
de deslocamentos, de modo a obter-se o tensor das deformagoes Elk e
multiplicando este pela matriz de elasticidade. Para um meio isotro

pico, as tensoes sao dadas por:

26 Yy QY;  9Y; C o
Uij =T—'_2v6ij5>—<_]—+(;(é—x—j-+é—xd?) (I;J’]_1’293) (2-68)

Diferenciando directamente dentro dos integrais da equacao (2.67) e,
tendo em atengao a forma como sao calculadas as derivadas de r, ob-

tem-se a seguinte expressao:

G}j = ‘//;kij p dT - ’/[;kij u dT + ///Dkij b, dQ (2.69)
T T Q2

(i:j’]1k= ]72:3)

em que as componentes dos tensores de terceira ordem Dkij e Skij
$ao:
1
D, .. = = (1-2V .+ . r . =0, . +8r . r . r 2.70
ki ] we(1-v) & ( : Eskl »d GkJ ot Gljr’%} P 1 ad ok (2.70)
s . = — G O 1 (1-2V)B. . r | +V (., r +5. r ) -
kij Kﬂtﬁ*V)FB Q@n ij Lk ik ] jk i
_\{r,i £ r,J +B\/(ni ST P r’k) + (1-2V) (2.71)
(Bnk r’i r’-j + nj 6ik + n. 6jk) - {1-4V) ny Gij
em gue r,i = @r/axi. 0s valores de (1, B e Y para os casos bi e
tridimensionais sao:
- Caso bidimensional Q=1 ; F3= 2 Y = &4
- Caso tridimensional Q=2 ; R=3; Y=75
2.3.7 - Discretizacao das equacoOes integrais para pontos interiores

A equagao integral para cdlculo de deslocamentos em pontos in-
teriores € a indicada em (2.67). Nao se considerando a existencia

de forcas de massa, reduz-se a:

. . . _
up = ,//;‘k p, dT - ’//;]k u, dT (1,k = 1,2,3) (2.72)
T T
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Neste casc, o ponto x; de aplicagao da carga unitaria da solugao fun
damental, € o ponto interior onde se vai determinar a componente do
deslocamento segundo a direcgao 1.

Tal como para a equagao integral na fronteira, esta equagao e
aplicada de uma forma discretizada a cada um dos pontos interiores
X calculando-se os integrais numericamente em cada elemento de
fronteira, a partir dos valores ja conhecidos dos deslocamentos e
das pressoes em todos os pontos nodais. A equacao discretizada tem

a seguinte forma:

E E
i_ * e _ * e
u = % e Ny 9T P z // L T (2.73)
e=1 T e=1 T
e e
(j=1,2,...,P)
(1,k=1,2,3)

Para calcular o tensor das tensoes nos pontos interiores utili
za-se a expressao (2.69) a qual, no caso de nao se considerarem for

cas de massa, se transforma, para cada ponto interior, em:
g.. = Dkij py dT - skij u, dT (i,j,k=1,2,3) (2.74)

em que Dkij e Skij sao definidos pelas expressoes (2.70) e (2.71).
A discretizacao da equacgao € efectuada de forma identica a da equa-

cao de deslocamentos, obtendo-se a expressao seguinte:

m

1 .
e = e
T = 3 Bij Ny ATl Py 2 Seig Ny 94T ugy

J
e=1 T J e=1 T J
e e

(2.75)

A variacao dos iIndices é idéntica a da expressao (2.73).
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3 - MODELO TRIDIMENSIONAL POR ELEMENTOS DE FRONTEIRA

3.1 - Generalidades

Com base na formulagao directa do metodo dos elementos de fropn
teira, descrita no capitulo anterior, elaborou-se um modelo para es
tudo de equilibrios tridimensionais aplicavel a estruturas consti-
tufdas por material isdtropo, com comportamento elastico linear, in
serido num meio homogéneo e continuo. De facto, este € o caso mais
simples de abordar e pensa-se que, no imediato, sera uatil explorar
todas as suas capacidades antes de passar para formulagoes mais com
plexas, pois um modelo deste tipo constituira sempre a base de qual
quer modelo mais sofisticado.

Por outro lado, em problemas tridimensionais, os casos a anali
sar circunscrevem-se,geralmente, a uma zona limitada da estrutura is
to e, pretende-se conhecer o seu comportamento numa zona localizada
onde o efeito da tridimensionalidade & importante. Nestes casos, es
ta formulagao, apesar das suas limitagoes, podera dar uma boa ima -
gem dos comportamentos tridimensionais. Aliado a estas consideracoes,
ha ainda a salientar o facto de o volume de calculo, neste tipo de
problemas, ser bastante grande, o que dificulta sempre a implementa
¢ao de procedimentos mais complexos.

Nas seccoes sequintes descreve-se o modelo de calculo elabora-
do. Assim, em 3.2 apresenta-se a metodologia seguida para a discre-
tizacao da fronteira, tratando-se em 3.3 do problema da integracao
numérica das equagoes. Finalmente, na seccao 3.4, apresentam-se as

caracteristicas gerais do programa de calculo automatico desenvolvi
do.

3.2 - Discretizacao da fronteira

Utilizam-se para discretizacao da fronteira elementos superfi- .
ciais de 8 nds, quadrangulares, de lados curvos, definidos sobre um
sistema de coordenadas naturais y (Fig. 3.1). Estes elementos podem
ser planos ou exibir simples ou dupla curvatura. As coordenadas car
tesianas x, de um ponto arbitrario de um elemento sao dadas a par-

. . e
tir das coordenadas dos pontos nodais x,

jk’
x, = N, x (j = 1,2,...,8) (3.1)
k Tk (k = 1,2,3)

em que 0s Nj representam as funcoes interpoladoras que sao expressas
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COORDENADAS LOCAIS COORDENADAS NATURAIS

i Yi 1 Y; 2
C> Y2 t ! R
81 7 2 ]
1 3 1 1
; 2 s ]
S 4 -t
6 1 Q
7 8 1
L] - 0
Fig. 3.1 -~ Elemento quadrangular de oito pontos nodais.
nas coordenadas naturais ym(m = 1,2) do elemento, e cujo significa-

do é identico ao utilizado na tecnica dos elementos finitos.

As fungoes interpoladoras utilizadas sao do tipo parabolico, da

das por:
N, = %(1+yi1y1)(1+yi2y2)(yi1y1+y;2y2~1) (i=1,2,3,4)
(3.2)
12 2 ,
Ny =7 v =y J O+ vy ) g;i?zg;ks)

sendo Yig @S coordenadas naturais dos pontos nodais.
Para os deslocamentos e as pressoes a interpolacao e feita de
modo identico a partir dos valores nodais através das mesmas fungoes

interpoladoras Nj:

ue = N u?k (j = 1,2,...,8)
(3.3)
P = NPTy (k = 1,2,3)

As fungoes interpoladoras Nj tem a propriedade de tomar o va-

lor unitario no né6 j e zero nos restantes. A sua variagao esta in
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Fig. 3.2 - Fungdes interpoladoras do tipo parabolico para elementos
quadrangulares.

dicada na Fig. 3.2.

3.3 - Métodos de integracao numerica

3.3.1 - Integracgao da equacao integral na fronteira

0s integrais da equagao integral na fronteira (2.34) sao produ
tos das solugoes fundamentais pelas funcoes de interpolacao, e sao
calculados nos elementos de fronteira quadrangulares pelo metodo da
quadratura de Gauss.

0 cidlculo numérico do integral de uma fungao baseia-se na sua
substituigao por um somatdorio extendido a um conjunto de pontos do
dominio de integracao. No caso geral, para um dominio de integragao

unidimensional, a expressao a aplicar e:

b NG
f(x) dx = % HOF(x ) (3.4)
a n=1

em que Hn.séo os coeficientes de peso dependentes do numero de pon-

34 LNEC - Proc. 47/11/7315



tos de integracao NG, da sua localizagao e da amplitude do dominio
de integracao (b-a).

No método de Gauss, a localizagao dos pontos de integragao € es
colhida de tal forma, que permite a integracao exacta de polindmios
de grau 2n-1 com n pontos de integracao. No Quadro 3.1 e dada wuma
tabela com os coeficientes de peso e a localizacao dos pontos ate
n = 24, relativamente ao intervalo de integracao [-l,q .

E tambem possivel, com base nestas tabelas, proceder a integra

cao de fungoes em dominios bidimensionais:

+1 + 1 NG1 NG2
f / flysyy)dydy, = ¥ 2. H_Hy f(\/1,y2) (3.5)
-1 -1 a=1 b=1

em que NG1 e NG2, H_ e H/ sao o numero de pontos de integracao e os

seus pesos utilizados na direcgcao 1 e na direccao 2 respectivamente.
Os integrais de superficie que & necessario calcular para a

equagdo integral na fronteira sao os indicados na expressao (2.36)

e que aqui sao repetidos:

-~

*
Hivik = Pie N;

(3.6)

F
Gipjk = Uik N

A integracao das expressoes (3.6) vai fazer-se nas coordenadas
locais Y de cada elementg definidas na seccao 3.2. Sendo T‘e uma superfi-
cie parametrica, isto e, definida pelos parametros Yy, e y, sobre a
superficie e sendo f uma funcao escalar, define-se o integral de su

perficie de f sobre T_ da seguinte forma (Apostol, 1973) :

/7 - -~
Flx,,Xn,,X dT = | f [?-(Y s Y % EM;AA Ql; dy.dy (3.7)
j [ 1272 3] j/Te 1772 3y, 9y, 1972

e

em que ’?(y1,y2) € o raio vector que une a origem do sistema de ei-
xos coordenados cartesianos globais a um ponto genérico (x1,x2,x3)
da superficie.

Define-se também o produto vectorial fundamental -E, gue cons~-

ta da expressao (3.7):
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QUADRO 3.1 - Coordenadas dos pontos de integracao numérica

pesos para a formula da quadratura de Gauss

e seus

n + Y Hk n + Yi Hk
2 0.5773502692 1.0000000000 0.1252334085 0.2491470458
0.3678314990 0.2334925365
3 0.0000000000 0.8888888889 12 0.5873179543 0.2031674267
0.7745966692 0.5555555556 0.7699026742 0.1600783285
0.9041172564 0.1069393260
h 0.3399810436 0.6521451549 0.9815606342 0.0471753364
0.8611363116 0.3478548451
0.0950125098 0.1894506105
0.0000000000 0.5688888889 0.2816035508 0.1826034150
5 0.5384693101 0.4786286705 0.4580167777 0.1691565194
0.9061798459 0.2369268850 16 0.6178762444 0.1495959888
0.7554044084 0.1246289713
0.2386191861 0.4679139346 0.8656312024 0.0951585117
6 0.6612093865 0.3607615730 0.9445750231 0.0622535239
0.9324695142 0.1713244924 0.9894009350 0.0271524594
0.0000000000 0.4179591837 0.0765265211 0.1527533871
7 0.4058451514 0.3818300505 0.2277858511 0.1491729865
0.7415311856 0.2797053915 0.3737060887 0.1420961093
0.9491079123 0.1294849662 0.5108670020 0.1316886384
20 0.6360536807 0.1181945320
0.1834346425 0.3626837834 0.7463319065 0.1019301198
8 0.5255324099 0.3137066459 0.8391169718 0.0832767416
0.7966664774 0.2223810345 0.9122344283 0.0626720483
0.9602898565 0.1012285363 0.9639719273 0.0406014298
0.9931285992 0.0176140071
0.0000000000 0.3302393550
0.3242534234 0.3123470770 0.0640568929 0.1279381953
9 0.6133714327 0.2606106964 0.1911188675 0.1258374563
0.8360311073 0.1806481607 0.3150426797 0.1216704729
0.9681602395 0.0812743884 0.4337935076 0.1155056681
0.5454214714 0.1074442701
0.1488743390 0.2955242247 24 0.6480936519 0.0976186521
0.4333953941 0.2692667193 0.7401241916 0.0861901615
10 0.6794095683 0.2190863625 0.8200019860 0.0733464814
0.8650633667 0.1494513492 0.8864155270 0.0592985849
0.9739065285 0.0666713443 0.9382745520 0.0442774388
0.9747285560 0.0285313886
0.0000000000 0.2729250868 0.9951872200 0.0123412298
0.2695431560 0.2628045445
11 0.5190961292 0.2331937646
0.7301520056 0.1862902109
0.8870625998 0.1255803695
0.9782286581 0.0556685671
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~ 37 . a7
G = =N .8
8\/1 ayz (3.8)
0 seu valor é dado por:
- ar aj? _ — — — _ — — —_
G = 6?7 @Yz = e, e, e, = g1e1-+gzez-kg3e3 (3.9)
8x, Ox, 8
SY1 a\/] 8Y1
ax1 axz 8x3
dy, Qdv, 0V,
em que:
g, =2 O3 972 973
T3y 9Y2 9Yz AYy
3 1 1 33 :
= - .10
%2 73y, v, 9, oY, (3.10)
g, = 0 Q2 g1 92
3 0vy QY2 Qva Oy
0 modulo do produto vectorial fundamental e:
G = \/g% + 93 + gg (3.11)

A funcao escalar f, dada de uma forma paramétrica, e que cons-
titui o integrando &€, no caso presente, o produto das solugoes fun-
damentais pelas fungoes de interpolagao das expressoes (3.6). Como
as coordenadas locais que definem os elementos de fronteira tem uma

variacao entre -1 e +1, o integral da expressao (3.7) transforma-se

em:
+1 +1
f G dy, dy, (3.12)
-1 -1

Note-se que r nao tem nada a ver com o raio definido nas ex
pressoes (2.16) das solugGes fundamentais, sendo o seu significado
simplesmente o de raio vector definido atras.

As derivadas das coordenadas globais X, em relagao as coorde
nadas locais Y sao calculadas em cada ponto de integragao numéri-

~ . - . e
ca usando as fungoes de interpolacao Nj e os valores nodais Xt
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axk Qﬁi e
- ; k = 1,2, .1
ay, ay; xJk %i - 1’2)3) (3.13)
(j = 1,2,...,8)

Uma vez definidos todos estes conceitos respeitantes ao metodo
de integragao numeéerica e ao modo como se calculam os integrais de su

ficie, podem-se escrever os integrais das expressao (3.6) da seguin

te forma:
NGT NG2
A = pX N, dP= Y Y p* N. G H_H
i1k 1k Vj Tk N a b
' T a=1 b=1
e
(3.14)
NGT NG2
G = VKoL dr = Y Y W ON. 6 H, H
i1k Tk Vj Tk Vj a My
T a=1 b=1

Para calcular ka e uTk num dado ponto de integracao numeri-
ca Q dum elemento Te € necessdrio fazer uma série de definicoes geo
métricas (Fig. 3.3).

0 calculo da normal exterior a superficie do elemento num dado

ponto P e feito através do calculo dos vectores tangentes t, e t,

segundo os eixos locais Y1 € Yo

T AT
SN (5.15)
It1 N tzl |
em que:
N .
?ﬁ==a k 'Ek‘ (i = 1,2)
av; (k = 1,2,3)
(3.16)

Na fig. 3.3, a numera
¢ao dos pontos nodais do ele

mento foi feita no sentido

contrario ao dos ponteiros
do relogio, obtendo-se o

sistema de eixos (y], yz)

indicado, e consequentemen
te, devido a definicao de
produto vectorial, um vec

Fig. 3.3 - Definicoes geométricas; vectores tor W com o sentido.indi
tangentes e vector normal.
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cado na figura. No caso de a normal exterior ao corpo eldstico nao
ter este sentido, mas sim o sentido inverso, ha que numerar os pon-
tos nodais do elemento no sentido dos ponteiros do relogio.

Como a variagao dos integrandes de (3.14) no dominio de um ele
mento Te e muito diferente conforme a localizagao relativa do elemen
to de fronteira sobre o qual se esta a proceder a integracao e do
ponto x. de aplicagao da carga unitaria, usam-se dois esquemas de in
tegracao numerica distintos consoante o ponto x; pertence ou nao ao
elemento Te

No primeiro caso, em que o ponto X nao pertence ao elemento
Te, a integracao ¢ feita, sobre o elemento, utilizando directamente
as expressoes (3.14).

No sequndo caso, em que o ponto X, pertence ao elemento Te’ a
variacao do integrando no dominio do elemento e muito maior, pelo
que se utiliza um esquema de integracao alternativo. 0 elemento qua
drangular e dividido em 2 ou 3 subelementos triangulares, conforme
se indica na Fig. 3.4.

A integracao em cada subelemento e feita relativamente ao sis-

P
4 7l 3 A ul 3

Y l il \\ //

i / \ ’ /

; 42
A l ,/
g8e % JL/. ----- —0—6-- -—y 80 y1/-/---- -—4»6 ——y '

(a) (b)

Fig. 3.4 - Divisao dos elementos quadrangulares em triangulos para
integragdo numerica: (a) ponto x; no canto; (b) ponto x,
a meio do lado.

tema de coordenadas (y;, yé) obtidas por uma transformagao das coor
denadas naturais (y], yzl do elemento T,. Para o subelemento trian-
gular definido pelos pontos nodais 1, 2 e 3 da fig. 3.4(a), a trans
formacao e a representada na Fig. 3.5.
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Fig. 3.5 - Esquema de integracdo numerica nos subelementos triangulares.

Através desta transformacao, o elemento triangular passou a ser
repreéentado por um dominio rectangular com 4 pontos nodais nos ver
tices. Na fig. 3.5(b) estao representados, entre paréntesis, os nd-
meros dos nds do subelemento triangulares, correspondendo os restan
tes a numeracgao do novo elemento quandrangular. Esta transformacgao
permite obter uma maior concentracao de pontos de integragao numeri
ca junto ao ponto singular X onde a variacao dos integrandos e
mais rapida, conduzindo a um valor mais correcto do integral.

Para proceder a integracao nas coordenadas (y;, yé) € necessa-

rio proceder ao calculo do Jacobiano da transformacgao:

’JiZy1 dy, =.J/7J‘ dy, dy, (3.17)
|

em que [J € o determinante do Jacobiano, dado por:

4] - Y1 QY2 | _3Y1 Q2 2 I (3.18)
oYy oY dvy avy Qy; 0O, )
dY1 Y2
ady, 0v,

As coordenadasfyi(i = 1,2) s3o definidas, para cada subelemen-

to, em fungao das coordenadas y?i dos pontos nodais 1, 2, 3' e 4'da
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e (j = 1,2,3,4) (3.19)

em que Nj sao as funcdes de interpolagao utilizadas para elemen -

tos quadrangulares lineares:

.I _1 ] i 1 ] M
Nj =7 (1 + Yi y1) (1 + Yia y2) (j = 1,2,3,4) (3.20)

De forma identica a expressao (3.13), as derivadas de Y re-

tativamente a y; sao calculadas pela expressao:
1
Y ON; o (i,k = 1,2)
ay3 - ayn y_jk (3-21)
i i (J = 1,2;391‘*)

As expressoes homologas a (3.14), para o caso de o ponto X,

pertencer ao elemento Te , serao:

NT | NG1 NG2
H. . = pX N dr = L | X L % w o) oW M
iljk T Tk ] n =11 a=1 b=1 Tk ] I a b
e t L N
NT | NG1 NG2 (3.22)
]
G.pop = uj, N, dT = z oL ul N6 ] H
J Te J nt=1 a=1 b=1 J a

em que NT €& o nudmero de triangulos em que o elemento quadrangular

é dividido.
3.3.2 - Integragao das equagoOes integrais para pontos interiores

Os integrais da equacao (2.73), para calculo dos deslocamentos
em pontos interiores, sao identicos aos da equagao integral na fron
teira, pelo que a sequencia utilizada para os calcular e identica a
exposta na secgao anterior. Neste caso, como o ponto singular X
de aplicacao da carga unitaria nao pertence a fronteira T, nunca se
utiliza o esquema de divisao dos elementos de fronteira quadrangula
res em subelementos triangulares. As expressoes que se utilizam pa
ra calculo dos integrais sao portanto, identicas as expressoes (3.14),

O0s integrais da equacao (2.75), para calculo das tensoesem pon
tos interiores, sao ainda identicos aos da equagao integral na fron

teira, com a unica diferenga de nos integrandos nao aparecerem as
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solu¢coes fundamentais, mas sim os tensores Dkij e Skij definidos
pelas expressoes (2.70) e (2.71). Assim, ha que calcular os seus va
lores nos pontos de integragao numérica, e proceder a integracao,de
forma identica a utilizada para o calculo dos deslocamentos em pon

tos interiores.

3.3.3 - Determinacao da ordem de integragao numeérica

Até aqui ainda nao se referiu qual a ordem das formulas de in
tegracao de Gauss a utilizar, ou seja, qual o numero de pontos de
integracao numérica que deverao ser utilizados em cada elemento, pa
ra cada direccao y, e cada ponto singular x, . £ evidente que,
se se usarem em todas as integracgoes formulas da mesma ordem, have
ra um desperdicio de tempo de processamento, visto que, para elemen
tos de grandes dimensdes, & necessario usar formulas de ordem eleva
da que, aplicadas a elementos pequenos e com pequena variagao do in

tegrando, nao melhoram substancialmente a precisao obtida com um

[+

ordem de integracao bastante menor. No caso tridimensional, este

10

créscimo de calculo desnecessario € proporcional ao quadrado da or
dem de integracao. Como, especialmente em problemas tridimensionais
o tempo de processamento para construcao do sistema de equacgoes e
bastante superior ao da sua resolucao, & conveniente incorporar um
algoritmo que escolha automaticamente a ordem da formula de integra
¢ao numerica a utilizar em cada caso, de forma a obter-se uma preci
sao uniforme, em todas as integracoes.

A dedugao das formulas que vao permitir a elaboragao deste al
goritmo foi apresentada por Lachat (1975), apresentando-se aqui os
seus topicos principais.

A escolha da ordem de integra¢ao a utilizar baseia-se na for
mula do limite superior do erro da integragao dada por Stroud e Se
crest (Lachat, 1975). Este limite é fun¢ao das derivadas de ordem

2n do integrando, sendo n a ordem da formula de integracao:

+1 n
F(y)dy - 2 He Fly, ) [< o oH (3.23)
- k=1
em que:
aZn
> an M (3.24)
y
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A funcao C e dada de uma forma aproximada por:
C - -——-——————2n (3025)

Estas expressoes podem ser generalizadas para o caso bidimen-

sional:
+1 +1 n1 N, 2
fly sy,)dy,dy, - YOHH Flyy)iK2 2oemM (3.26)
-1 -1 k=1 1=1 r=1
em que:
anf
—é‘—ﬂ;;_- <M (3.27)
-
- b
c = (3.28)
r 22nr(2nr),

Seria impraticavel calcular o limite do erro das fungoes com
pletas (produto das solugoes fundamentais pelas funcoes de interpo-
lacao), havendo portanto necessidade de fazer algumas simplifica -
coes. Assim, considera-se representativa do integrando a ﬁﬂ@501/r2,
pois esta € a sua parcela que varia mais rapidamente. Outra simpli-
ficagao, que &€ necessario fazer, e considerar o Jacobiano da trans-
formagao das coordenadas locais para globais as/iayr (em que s e
o comprimento do arco), constante em todo o elemento, e igual aoc seu
valor na o}igem dos eixos locais.

Lachat, alem destas simplificacoes, adopta ainda dois «critée-

rios:

1) 0 limite superior do erro é proporcional ao produto de 1/R2
pela area do elemento (em que R & a minima distancia do pon

to singular x, ao elemento) .

2) Tanto quanto possivel C, My =C, My, isto €, a integracgao

€ igualmente precisa em ambas as direccgoes.
Com base nas simplificacoes referidas e nestes dois critérios,
chegou-se a uma expressao simplificada, a partir da qual se pode de
terminar a ordem de integracao a utilizar em cada caso e para a di

reccao r.
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(20 + 1)’OLr <K (3.29)
em que
Os
Yy, (3.30)
&= 2%

K € uma constante que devera ser escolhida com base na experiencia
e que traduz a precisao que se pretende obter na integracao.

Com base nesta expressao, Watson (1979) fez uma série de sim
plificagoes, obtendo uma formula de mais facil aplicacao.Considera
que o elemento € um rectangulo de lados L,y e L, (cujo calculo sera
explicitado adiante), de Jacobiano constante, e gque o ponto singu-

lar X est3d a uma distancia R de um dos lados (Fig. 3.6).

L
[ 1 o
! =
T
Y
L
x; o % 2
x.“
1
Fig. 3.6 - Definigoes geometricas para o calculo simplificado da or
dem de integracao numérica
A formula que se obtéem é:
Lr an
(2n_+ 1) (35 <KLy L, (3.31)

em que K tem o mesmo significado que na expressao (3.29).

Esta e a expressao utilizada no modelo de calculo desenvolvido, para de
terminagao das ordens de integragao numerica a utilizar, apenas com
uma pequena alteracao. Em vez de se utilizar o produto L1 LZ’ que

representa as dimensoes da regiao de integracao, utilizou-se a sua
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drea A, obtendo-se a expressao final:

(an+1) Lr an -
—x— g) <K (3.32)

Para calculo dos deslocamentos e tensoes em pontos interiores,

Lachat deduz tambem a expressao a utilizar:

2n
%(an + 1) (2n_ + 2) & "<K (r = 1,2) (3.33)

em que todos os simbolos tem o mesmo significado que na expressao
(3.29). Introduzindo as modificacoes feitas por Watson e substituin

do L,L, pela area A, obtem-se a expressao final:

(2n_ + 1) (2n_ + 2) L.2n :
- 7A : (Tr%) 'k (3.34)

Na aplicacao da expressao (3.32) considerou-se como limite mi-

nimo de R o valor do lado Lr:

R>L. (3.35)

Esta limitacao do valor minimo de R evita que o termo Lr/hR da expressao
(3.32) tome valores maiores que 0,25, que conduziriam a valores de
n_ extremamente elevados. No caso de o ponto singular pertencer ao
elemento sobre o qual se esta a proceder a integracao, arbitrou-se
para o valor do raio R = Lr pois, uma vez que os elementos quadran-
gulares sao, neste caso, divididos em subelementos triangulares, a
precisao obtida tomando este valor de R é suficiente.

No caso da aplicacao da expressao (3.34) para pontos interio -

res considerou-se como limite minimo para o valor do raio:

R>L_/2 (3.36)

Foi adoptado este valor e nao o mesmo de (3.35), pois o cadlculo de
tensoes em pontos interiores proximos da fronteira e geralmente afec
tado de um erro consideravel, obrigando-se deste modo a uma integra
¢ao mais precisa.

Para aplicacao das férmulas (3.32) e (3.34), calculam-se em pri
meiro lugar as areas A e os comprimentos dos lados Lr de todos os

elementos. 0s valores de Lr calculados sao o comprimento entre os
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dois lados extremos do elemento, medidos
sobre os eixos locais (Fig. 3.7).

A area € calculada pela expressao:

+ 1 (’+1
A =

J G dy, dy, (2.37)
-1 7 -1

em que G & dado por (3.11). 0 integral

desta expressao e calculado, numericamen

" te, com dois pontos de integracdo em ca-

Fig. 3.7 - Definicdo dos la da direcgao. Para n = 2, integram-se exac
dos L_ para cal- tamente polinomios de grau 3, o que & su
culo do seu com- fici

X iciente.
primento.
Para determinacao de L, e L, calcu-
lam-se primeiro as coordenadas de um ponto auxiliar 0 localizado

na origem do sistema de eixos locais (Fig. 3.8). Esse ponto formara,

com os dois pontos extre
X X mos, uma linha no espago
tridimensional cujo com~

primento e dado por:

+1
- L = G d . 8
'I.,\T‘;—E r 1 r Yr (3 38)
em que:
X2 ‘ X2 \/ax1 2 ax22 X3 2
G = (ay) +(ay ) +gy )
X, X, r r r
Fig. 3.8 - Definigao do ponto central de um (3.39)

elemento quadrangular,

0 integral da expressao (3.38) é calculado, numericamente com
dois pontos de integracao, utilizando-se para este tipo de elemen-

to de linha, para calculo das derivadas da expressao (3.39), fungoes
interpoladoras definidas por:

(3.40)

—
LIy
—
Hu
—
NN
. .
w w
L
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1
1 —Z*Y(Y 1)

=
1]

P
it

, = v+ y) | (3.41)

N, (1 = y)(1 + vy)

em que Os x?j sao as coordenadas globais dos pontos 1: 2' e 3l da

fig. 3.8.

Uma vez determinados os valores de A, L1 e L2’ so falta conhe-
cer o valor de R para se aplicarem as formulas (3.32) e (3.34). Pa-
ra cada ponto singular x. e cada elemento ?e’ R deveria ser a mini-
ma distancia X, e Te. Como seria muito moroso determinar exactamen-
te o seu valor, considerou~-se que, com uma aproximagao razoavel, R
seria a minima distancia de X, aos pontos nodais do elemento.

Neste momento, esta-se em condicoes de resolver as equagoes
(3.32) e (3.34). Como se trata de uma equagao nao linear, seria ne-
cessario recorrer a um metodo iterativo para obter os valores exac-
tos de n_. No entanto, o valor de n. que nos interessa, e o inteiro
imediatamente superior a solugao exacta. Por outro lado, considerou
-se que n_ varia entre um minimo de 2 pontos e um maximo de 12 pon-
tos. Assim sendo, o numero de pontos de integracao a utilizar & de-

terminado, calculando valores de K para n. de 2 a 12, sendo escolhi

do o menor valor de n_ que conduza a um valor de K inferior ao im-
posto.

3.4 - Sistema computacional desenvolvido

3.4.1 - Caracteristicas gerais

0 sistema computacional que traduz o modelo descrito nas sec-
coes anteriores foi escrito em linguagem FORTRAN para utilizagao nos
computadores DEC1Q e VAX11 do LNEC. 0 sistema de calculo consta de
trés subprogramas distintos, executaveis sequencialmente, designados
por BE3DA, BE3DB e BE3DC. Cada um destes subprogramas e constituido
por varias subrotinas, num total de 45, tendo sido,na sua maioria,
criadas especificamente péra este programa. As restantes subrotinas
resultaram da adaptacao ou da utilizacao de subrotinas ja existen -
tes no LNEC (Sousa e Teles, 1980), (Vaz, 1979) e (Ocampo, 1982).

Apresenta-se, nas secg¢oes seéuintes, uma descricao de cada um
dos subprogramas referidos e,num Anexo,uma descrigao das funcoes das

varias subrotinas utilizadas, bem como a indicacao da estrutura dos
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ficheiros de dados e de desenho.
3.4.2 - Analise dos dados definidores da estrutura (BE3DA)

0 objectivo do subprograma BE3DA, cujo organigrama se apresen

ta na Fig. 3.9, é fundamentalmente o da verificacao dos dados que de

BE3DA

—~ Leitura de dados gerais e de gestao

Leitura e escrita de: (Subrotina DADOSB)
— Caracteristicas geometricas

— Condicoes de fronteira

— Caracteristicas mecanicas

— Estado de tensao inicial

— Desenho de projeccoes da malha segundo
os treés planos coordenados

— Leitura das caracteristicas da perspec
tiva a desenhar

— Desenho da perspectiva da malha

LN

Fig. 3.9 - Organigramg do subprograma BE3DA

finem a estrutura, contidos no ficheiro BE3D.DAD. Esta verificacao
consta, por um lado, da sua impressao formatada e, por outro lado,
da analise grafica da estrutura. A escrita dos dados & feita num fi
cheiro denominado BE3DA.RES e dele constam os dados gerais, as coor
denadas dos pantos nodais, as coordenadas dos pontos interiores pa-
ra calculo de tensoes e deslocamentos, a definicao dos elementos, as
condigoes de fronteira, o estado de tensdo inicial suposto constan-
te na estrutura e as caracteristicas elasticas. A andlise grafica
da estrutura consta do desenho de trés projecgoes da malha, uma so-

bre cada um dos trés planos coordenados, e de uma perspectiva de par
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BE3DSB

~ Lleitura de dados gerais e de gestao

INTIPO - Modo de calculo da ordem de

INTIPO =

|~ Definigdo dos pontos de
integragao e seus pesos

— Lleitura de dados com a
subrotina DADOSB

SiM

INTIPO =

NAO

integragao numerica:

(#) - constante
(1) - variavel

NB - Numero de pontos nodais de fronteira

-~ Calculo das areas e do comprimento dos
tados dos elementos

Calculo da ordem de integragdo numérica
para pontos pertencentes ao elemento.

( 1,NB

INTIPO = 8

~ Divisao dos elemen-
tos quadrangulares
em triangulos para
integragao numerica

~ Calculo da ordem de integracao
numérica em cada direcgdo

— formagac dos termos
das matrizes He G

— Formagao dos termos das
matrizes H e G

- Formagao dos termos diagonais
da matriz H

— Formagao do sistema de equagdes
i AX = F

Resolugao do sistema de equagoes

i

| = Reordenagac dos valores de fronteira-

1

— Saida de deslocamentos e pressoes nos pon
tos nodais de frontelra

Fig. 3.10 - Organigrama do

LNEC - Proc. 47/11/7315

subprograma BE3DB.
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BE3DC

~ Leitura de dados gerais e de gestao

i

- Leitura de dados com a subrotina DADOSB

!

- Leitura do nimero de secgdes de desenho

1,NSD

Leitura de:

Coordenadas dos pontos do contorno da secgdo
Definigao dos lados do contorno

Coordenadas dos pontos da sec¢do para cdlculo de
tensdes e deslocamentos

Dados geometricos da secg3o a desenhar e defini-
¢3o de escalas

Calculo da ordem de integracdo numerica em cada
direcgao para calculo de desiocamentos

-

C3lculo dos deslocamentos no pento interior

g

1

Desenho do deslocamento no ponte interior

B |

1

—~ Desenho do contorno da secgao

Célculo da ordem de Integragac numérica em cada
direccao para calculo de tensces

J

:

Calculo das tensdes no ponto interior

- Calculo das tensces e direcgoes
principais no ponto interior

Desenho das tensdes principals, segundo o plano
da secgao de desenho, no ponte interior

'

t

- Desenho do contorno da secgdo

1
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INTIPOQ

NSD -
NPD -
NE -

- Modo de calculo da ordem
de integragao numérica

(#) - constante
(1) - variavel

Numero de secgoes de de-
senho

Nimero de pontos interiores
da secgao, para calculo de
deslocamentos e tensoes

Nimero de elementos de fron
teira

Fig. 3.11 - Organigrama do subprograma BE3DC.
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te ou da totalidade da malha, de acordo com as caracteristicas da-

das, tal como se indica em Anexo.

3.4.3 - Calculo dos deslocamentos e pressoes nos pontos de frontei-
ra (BE3DB)

0 objectivo do subprograma BE3DB, cujo organigrama se apresen-
ta na Fig. 3.10, consiste no calculo dos deslocamentos e das pres-
soes nos pontos da fronteira utilizando o ficheiro de dados anteri-
ormente testado em BE3DA, sendo os resultados escritos num ficheiro
denominado BE3DB.RES. Este ficheiro de resultados & constituido pe-
la listagem dos dados empregados nos calculos e pelos valores calcy
lados dos deslocamentos e das pressoes nos pontos nodais da frontel
ra.

0 subprograma comeca por calcular a area e os comprimentos se-
gundo os eixos locais de todos os elementos para o calculo, em fase
posterior, da ordem de integragéo numerica a utilizar em cada caso,
determinando, sequidamente, no caso de se tratar de um meio infinito,
o valor do integral azimutal, Calcula, em sequida, os valores da ma
triz G e os valores nao diagonais da matriz H para todos os pontos
nodais,utilizando ordens de integragao numérica calculadas caso a
caso, procedendo posteriormente ao calculo indirecto dos termos dia
gonais da matriz H. Procede-se, entao, a partir das matrizes H e G
e dos valores das condigoes de fronteira impostas, a formacao do sis
tema de equacoes, o qual e resolvido pelo algoritmo de Gauss por uma
tecnica de particao por blocos (Nakaguma, 1979). Estes blocos tém um
nimero de colunas fgual a dimensao das matrizes H e G e um numero de
linhas que constituem um dos dados ao programa. Os blocos sao con -
densados um a um desde o primeiro até ao ultimo, conjuntamente com
o vector dos termos independentes, procedendo-se a seguir a retro -
substituig¢ao. A partir dos valores resultantes da resolucdo do sis-
tema de equacoes, & executada uma reordenacao de todos os valores
de fronteira, procedendo-se seguidamente a impressao dos deslocamen
tos e das pressoes em todos os pontos nodais.

No caso de se declarar,no ficheiro de dados, que se pretende uti
lizar sempre a mesma ordem de integragao numerica, o subprograma pro
cede, no infcio, ao calculo da tabela das abcissas e dos pesos dos
diversos pontos de integracao, nao executando o calculo das dreas e

dos comprimentos dos elementos.
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3.4.4 - Calculo de deslocamentos e tensoes em pontos interiores e

analise de resultados

0 objectivo do subprograma BE3DC, cujo organigrama se- apresen-
ta na Fig. 11, consiste no calculo dos deslocamentos e das tensoes
nos pontos interiores definidos no ficheiro BE3D.DES, e na analise
grafica dos valores obtidos mediante desenhos de deslocamentos e de
tensoes principais segundo planos definidos no mesmo ficheiro.

0s resultados deste subprograma sao escritos num ficheiro deno
minado BE3DC.RES e incluem, alem da listagem dos dados, a indicacgao,
para cada um dos pontos interiores de cada seccao em analise, dos
segquintes valores: i) deslocamentos segundo os eixos coordenados; i)
tensoes segundo os eixos coordenados; iii) tensdes principais e cos
senos directores das suas direccoes; iv) tensces principais segundo
o plano de desenho e tangente trigonometrica do angulo que a maior

das tensoes principais faz com um dos eixos coordenados.
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L - TESTES AO MODELO DE CALCULO DESENVOLVIDO

4,1 - Introducao

No capitulo 3 foi apresentado um modelo de calculo tridimensio
nal baseado no método dos elementos de fronteira, especialmente de-
senvolvido para analise do comportamento estrutural de obras subter
raneas. Com base neste modelo, desenvolveram-se programas de calcu-
lo automatico. Com a finalidade de testar os programas, foram os mes
mos aplicados a algumas situacoes para as quais se dispunham de so-
lugoes analiticas ou numericas.

Indicam-se, nas secgoes seguintes, alguns testes efectuados re
lativos a: i) cavidade esférica submetida a um estado de tensao ini
cial hidrostatico; ii) frente de um tlnel circular submetido a um

estado de tensao inicial hidrostatico.

4,2 - Cavidade esferica

b,2.1 - Calculos efectuados

Apresentam-se exemplos de aplicagao a uma cavidade esfeéerica de
raio unitario, inserida num meio elastico homogeneo e isdtropo, sub
metido a um estado de tensao inicial hidrostatico de 1MPa. 0 modulo
de elasticidade adoptado foi de E = 1GPa e o coeficiente de Poisson
de V= 0,240.

Foram utilizadas duas malhas de calculo diferentes. A primeira
malha, de que se apresenta na Fig. 4.1 uma perspectiva e na Fig.hk.2
uma projeccao segundo um dos planos coordenados, € constituida por
8 elementos com 26 pontos nodais. A outra malha utilizada & formada
por um total de 24 elementos, com 74 pontos nodais, sendo a perspec
tiva e a projeccao segundo um dos planos coordenados apresentados
nas figuras 4.3 e L.4, respectivamente.

Para a malha de 8 elementos, o calculo foi efectuado com o es-
quema de integragao exposto na secg¢ao 3.3.3, para um valor de
K= 1010 (cdlculo 1). Para a malha de 24 elementos executaram-se 3
calculos. No primeiro (cdlculo 2) utilizou-se uma ordem de integra-
¢ao constante em todas as integragoes com n = 7. Nos outros dois cal
culos utilizou-se o esquema de integracao exposto em 3.3.3 para va-
lores de K = 10_8 e K= 1010 (cdlculos 3 e &),

Indicam-se no Quadro 4.1 os valores extremos das ordens de in-

tegragao que o modelo utilizou nos diversos calculos. Verifica-se
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0.0

Fig. 4.1 - Cavidade esférica. Discretizacao em 8 elementos. Pers
pectiva da malha de calculo.

0,0

Fig. 4.2 - Cavidade esférica. Discretizagao em 8 elementos. Projec
cao da malha de cadlculo segundo um dos planos coordenados.
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Fig. 4.3 - Cavidade esférica. Discretizacao em 24 elementos. Perspec
tiva da malha de calculo.

;
ey
0,0 oz\m&

Fig. 4.4 - Cavidade esférica. Discretizagao em 24 elementos. Projeccao
da malha de calculo segundo um dos planos coordenados.
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que a sua variagao e importante, principalmente no modulo C do mode
lo (médulo de calculo para pontos interiores). A menor variacgao das
ordens de integracdao no médulo B (modulo de cdlculo dos valores de
fronteira) deve-se a geometria da estrutura pois, numa esfera, - nao
ha grandes diferencas nas distancias dos pontos nodais aos diversos

elementos.

QUADRO 4.1 - Variagao das ordens de integracgao

utilizadas nos diferentes calculos

CALCULO Modulo B Modulo €

NS

min max min ma x
1 7 8 b 12
2 7 7 7 7
3 4 7 3 10
N 5 8 b 12

fﬁ
14 T ﬂm /

cavidade
esférica

Fig. 4.5 - Cavidade esferica. Perspectiva da malha de elementas finitos.
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Os resultados destes calculos irao ser comparados, na secgao
sequinte, com os obtidos por Ocampo (1982) utilizando um modelo tri
dimensional por elementos finitos. Devido as condigoes de simetria
apenas foi discretizado um oitavo de espago formando um cubo com 8 m
de aresta com uma cavidade de raio 1,0 m. A malha de calculo, «cuja
perspectiva se apresenta na Fig.k.5, e formada por 148 elementos fi

nitos e 231 pontos nodais.
L.2.2 - Analise de resultados

4,2.2.1 - Tensoes

A solucao exacta da teoria da elasticidade para uma cavidade
esférica submetida a um estado de tensao inicial hidrostatico é da-
da por Obert e Duval (1967):

a3
g, = pi(1 + :?1 (h.[)
a3
Oy = Oh = Di(l + 2r3) (4.2)

sendo p; a pressao hidrostatica, a o raio da esfera e r a distan -
cia radial do ponto onde se pretende calcular o estado de tensao
(Fig. L4.6).

No Quadro 4.2 apresentam-se os valores das tensoes radiais e
tangenciais obtidas nos diversos calculos, tornadas adimensionais
pela divisao por p;» bem como os valores analiticos. Inclui-se tam-
bém o tempo de calculo total do mddulo B e o tempo médio de calculo
para cada um dos pontos interiores do modulo C do programa de calcu
lo automatico.

Da observagao dos valores deste quadro verifica-se que o calcu
lo 2 (24 elementos, n = 7) € o menos preciso no ponto mais proximo
da cavidade, apesar de ser o que, no conjunto dos modulos B e C exi
ge maior tempo de processamento. No entanto, para pontos mais afas-
tados da cavidade, os valores deste calculo sao bastante precisos.
I[sto deve-se ao facto de a ordem de integracao numerica ser identi-
ca em todas as integragoes e independente da variacao do integrando,

Relativamen£e aos calculos 3 (24 elem., K = 10-8) e 4 (24 elem.,
K = 10-]0), verifica-se que os valores obhtidos sao praticamente
iguais a excepgao do ponto mais proximo da cavidade, onde o valor

do calculo 4 & um pouco mais preciso que o obtido no calculo 3. As-
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\4

X2

Fig. 4.6 - Cavidade esféerica. Convencoes adoptadas.

sim sendo, pensa-se que nao se justifica o aumento de tempo de pro-
cessamento exigido pelo calculo 4, na medida em que a melhoria de
precisao e pouco sensivel. ‘

0 calculo 1 (8 elementos, K = 10-10), como seria de esperar, e
o menos preciso de todos os cadlculos efectuados, na medida em que a
discretizacao utilizada e muito fraca. Tem, no entanto, a vantagem
de conduzir a um tempo de processamento mais reduzido. A conclusao
importante que se pode tirar deste calculo &€ que, mesmo com uma dis
cretizacado tao fraca, se conseguem obter valores bastante aceitaveis.

Das resultados obtidos com os calculos efectuados para a esfe~-
ra submetida a uma pressao hidrostatica, pensa-se aue o mais razoa-
vel, tendo em atengao a precisao obtida e o tempo de calculo, € o
calculo 3. Na Fig. 4.7 apresentam-se os resultados obtidos neste
calculo, que se comparam com os valores exactos da teoria da elasti
cidade. Apresentam-se também na figura os valores obtidos por Ocampo
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QUADRO 4.2 - Cavidade esferica.

Tensoes tangenciais e radiais (MPa)

r/a Tempo de C.P.U.
Modulo B Modulo ¢C
1,0 1,1 1,2 1,5 2,0 3,0 5,0 (tempo total) (tempo por
ponto)
CALCULO 1 To/p, | 1,331 |1,253 ] 1,128 1,054 | 1,016 | 1,003
8 elementos - 8 m 20 s 61 s
_ 40" 10 Or/p, 0 | 0,257 |o,444 | 0,727 ] 0,888 | 0,968 | 0,993
CALCULO 2 O8/p, - | 1,422 |1,280 ] 1,145 1,061 | 1,018 | 1,004
24 elementos 39 m 51 s 128 s
n=7 or/p; 0 | o,134 Jo,434| 0,710 0,878 | 0,964 | 0,992
CALCULO 3 O’e/pi - 1,361 |1,283 ] 1,145} 1,061 | 1,018 | 1,004
24 elementos 29 m 01 s 72 s
K = 10°8 Or/p, 0 | 0,265 |0,427| 0,710 0,878 | 0,964 | 0,992
CALCULO &4 O'e/pi - | 1,368 [1,283) 1,145] 1,061 | 1,018 ] 1,004
24 elementos Lo m 38 s 108 s
c= 1010 Or/p, 0 | 0,247 |0,427] 0,710 0,878 | 0,964 | 0,992
0
Valores 8/p; | 1,5[ 1,376 [ 1,289 1,148 1,063 1,019} 1,004
Analiticos Or/p. 0 { 0,249 Jo,421{ 0,704 0,875 0,963 ] 0,992




a/p;

b3
D
3

Or
Solugdo tedrica
© Solugdo por elementos finitos
0.5 x  Solugdo por elementos de fronteira
010' T T T T
1.0 2,0 3.0 4,0 r/a

Fig. 4.7 - Tensoes tangenciais e radiais para um estado de
tensao hidrostatico.

(1982) utilizando um modelo tridimensional por elementos finitos.
Da observacgao da figura, verifica-se uma concordancia muito boa en-

tre os valores analiticos e os calculados pelo modelo de elementos

de fronteira.
k.2.2.2 - Deslocamentos
Nao se conhece a solugdo exacta da teoria da elasticidade pa-
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ra deslocamentos no interior de um macico, sujeito a um estado de
tensao inicial hidrostatico, devidos a abertura de uma cavidade es
féerica. 0 Unico valor de deslocamento que se conhece € na frontei-

ra e e dado por:

§ = 12+EV ap, (4.3)

No Quadro 4.3 apresentam-se os valores dos deslocamentos ra-
diais obtidos nos diversos calculos, bem como o valor analitico na

fronteira.

QUADRC 4.3 - Cavidade esferica. Deslocamentos

radiais (mm)

r/a
1,0 1,1 1,2 1,5 2,0 3,0 5,0
CALCULO 1
8 elementos 0,549 | 0,451 0,376 0,236 0,131 0,058 0,021
k=100
CALCULO 2
24 elementos 0,591 0,486 0,408 0,260 0,146 0,065 0,023
n=7
cCALCULO 3
24 elementos 0,591 0,486 0,408 | 0,260 0,146 0,065 0,023
K = 108
CALCULO &
24 elementos 0,591 0,486 0,408 0,260> 0,146 0,065 0,023
-10
=10
Valores 0,600 - - - - - _
Analfiticos

Verifica-se que os valores obtidos pelos calculos 2, 3 e 4 sao
iguais até a milésima. 0 valor obtido sobre a fronteira e muito pro
ximo do teorico, sendo o erro relativo de apenas 1,5 %. Com o cal-
culo 1 obtiveram-se valores piores, o que se deve a fraca discreti

zagao utilizada.
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Na Fig. 4.8 apresentam-se os valores obtidos no calculo 3, jun
tamente com os resultados obtidos por Ocampo (1982) com um modelo
tridimensional por elementos finitos. lndica-se ainda o valor teo

rico na fronteira da cavidade.

Or
064
¢
0,54
Solugdo por elementos de fronteira
0.4+
o] Solugdo por elementos finitos
A Solugdo analitica
0,34
0,2+
0.14
0,0 T T T T
1,0 20 3.0 40 rsa

Fig. 4.8 - Deslocamentos para um estado de tensao hidrostatico.

Verifica-se que os deslocamentos obtidos pelo modelo de elemen
tos finitos s3ao menores que os obtidos por elementos de fronteira.
Uma das razoes que pode explicar este facto é que, no modelo de ele
mentos finitos, se impoe a condicao de deslocamentos nulos a uma
certa distancia da cavidade. Tal imposicao nao e necessaria utili -
zando o modelo de elementos de fronteira pelo que os seus valores

serao mals correctos.
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4,3 - Tdnel circular

4L,3.1 - Discretizacao utilizada

Apresenta-se nesta sec¢ao um exemplo de aplicacao do modelo de
calculo a zona da frente de um tUnel circular de raio unitario, in-
serido num meio elastico homogéneo e isotropo, submetido a um esta-
do de tensao inicial hidrostatico de 1MPa. 0 modulo de elasticidade
e o coeficiente de Poisson adoptados sao, respectivamente, E = 1GPa
e V= 0,25,

A malha de calculo utilizada, de que se apresenta na Fig. 4.9
uma perspectiva e na Fig. 4.10 as suas projecgoes segundo os planos
coordenados, € constituida por 69 elementos com 233 pontos nodais.
Calcularam-se as tensoces e os deslocamentos em 37 pontos interiores
pertencentes ao plano definido pelos eixos X, e X3 (figs. 4.9 e 4.10.

0 esquema de integragao numerica utilizado foi o exposto na
seccao 3.3.3 com um valor de K = 10_6. Os valores extremos das or-
dens de integracao que o modelo utilizou foram, no modulo B, um mi-
nimo de 2 e um maximo de 7. No moédulo C, estes valores foram, res-
pectivamente, de 2 e 12,

0 problema da frente de um tdnel circular foi ja estudado por
diversos autores utilizando modelos de elementos de fronteira. Num
trabalho de Hocking (1976), estuda-se o problema da concentracao de
tensoes na zona da frente, para varios estados de tensao, utilizan-
do elementos de fronteira quadrangulares e triangulares parabolicos.
Niwa e Kobayashi (1979) estudaram o mesmo problema usando um modelo
com elementos de fronteira quadrangulares constantes.

No que respeita a modelos por elementos finitos, e de referir
o trabalho de Cunha (1981) que, utilizando um modelo de calculo re-
lativo a equilibrios axissimétricos, estudou o problema do avango
de tlUneis circulares para varias situacoes de heterogeneidades, com
portamentos nao lineares, anisotropias e estados de tensao iniciais.
A malha utilizada esta representada na Fig. 4.11 e e composta por

1492 elementos finitos com 1441 pontos nodais.
L,3.2 - Analise de resultados

4,3,2.1 - Tensoes

Apresenta-se na Fig. 4.12 as conven¢oes adoptadas para defini-

¢ao das tensoes em torno de um tunel circular de raio R. Na Fig.k.13
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Fig. 4.9 - Tdnel circular. Perspectiva da malha de calculo
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Fig. 4.11 - Tanel circular. Malha de elementos finitos.

estao representadas as tensoes principais, nos pontos interiores, se

gundo o plano definido pelos eixos X1 e X3. O0s graficos apresenta -

Fig. 4.12 - Tanel circular. Convencgoes
adoptadas.

dos na Fig. 4.14 reproduzem a
evolugao das tensoes em secgoes
transversais a distancia d/R da
frente, na zona escavada. Os va
lores das tensoes foram torna -
dos adimensionais pela divisao
pelo estado de tensao inicial
p;- No grafico da Fig. 4.15
comparam-se os valores obtidos
pelo modelo de elementos de
fronteira com os obtidos por Cu
nha (1981), pelo modelo de ele-
mentos finitos atras referido,
para uma secg¢ao transversal a

uma distancia d/R = 0,5 da fren

te. Pode-se verificar a boa concordidncia entre os valores calcula ~

dos pelos dois metodos.
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Fig. 4.14 - Tensoes em seccoes transversais de tanel circular.
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——— Elementos finitos
+‘Ge
15 - O
! Elementos de fronteira
O-O’r
A-Tp
{d/R =05)
X
10 _\§§\\\“\f:::§§::::f§::_, 5 -
05
&
0 T T T T T —A— T T 4
] 3 5 7 9 Tr/R

Fig. 4.15 - TensGes em secgdo transversal de tunel circular;
Comparagao de valaores
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4.3.2.2 - Deslocamentos

Na Fig. 4.16 estao representados os deslocamentos em pontos do

plano definido pelos eixos X] e X3. Apresentam-se na Fig. k.17 os

SECCAG | d /R
1 5,5
1 3,0
m 1,
IV |05
v 00
o}
Orf v
0,14 IV
11
11 1
’L
0 éﬁy,.
0 ¥ T T T T H T N -O,T T T T T T T T
1 3 5 7 r/R 1 3 5 7 r/R

Fig. 4.17 - Deslogcamentog radiais e longitudinais em secgoes trans-
versais de tunel circular.
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Fig. 4.18 - Deslocamentos radiais e longitudinais em secgao trans
versal de tunel circular; comparagao de valores
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deslocamentos segundo as direcgoes radial (6r) e longitudinal (5])
para as varias secgoOes transversais. Estes deslocamentos foram tor-
nados adimensionais através da divisao pelo valor do deslocamento
radial final na parede do tinel fora da influéncia da frente (6rf)'
Este valor é o correspondente ao de uma abertura circular em equill

brio plano, e & dado por:

8o = —E- Reg (4.4)

Na Fig. 4.18 apresenta-se, ainda, a comparagéo dos valores ob-
tidos pelo modelo de elementos de fronteira com os obtidos pelo de
elementos finitos para uma secgao transversal a distancia d/R=0,5
da frente.

Na Fig. 4.19 comparam-se os valores dos deslocamentos radiais,
tornados adimensionais com Grf’ com os obtidos por Cunha (1981), ve
rificando-se uma boa concordancia entre os valores obtidos pelos dois

modelos. 0 deslocamento na frente corresponde a 22,8% do deslocamen

Or
6rf
—— Elementos finitos
1,0 v v
¢ Elementos de fronteira
0,751
0,51
0,251
O ¥ T T T T
8 6 L 2 0 2 4 -6 d/R

Fig. 4.19 - Deslocamentos radiais em secgao longitudinal ao longo da
parede de tunel circular.
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to radial final, valor este que e da mesma ordem de grandeza
22% obtidos pelo modelo de elementos finitos.
0s deslocamentos longitudinais ao longo da parede estao
sentados na Fig. 4.20, de forma adimensional, apresentando a
um andamento idéntico a obtida por Cunha (1981).
Finalmente, apresentam-se na Fig. 4.21 os deslocamentos

e longitudinais na frente do tunel.

que OsS
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curva

radiais

Go
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o

d/R
Fig. 4.20 - Deslocamentos longitudinais em seccao longitudinal ao lon
go da parede de tunel circular.
r/R r/R
-1.0 r1.0
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Fig. 4.21 - Deslocamentos radiais e longitudinais na frente de tunel

circular.
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5 - CONSIDERAGOES FINAILS

0 objectivo do presente trabalho foi elaborar um modelo de cal
culo por elementos de fronteira para estudo de problemas de analise
estrutural relativos a estruturas subterraneas tridimensionais. Nes
te tipo de estruturas, a utilizacao de modelos por elementos de fron-
teira e, frequentemente, vantajosa relativamente a de modelos por
elementos finitos pois, na maioria dos casos, s €& necessario discre
tizar a superficie das cavidades, considerando o modelo automatica
mente a situacao de dominio infinito. Assim, o trabalho de discre-
tizagao e de preparacao de dados € claramente reduzido, quando com-
parado com o necessario nos modelos por elementos finitos. Por outro
lado, a analise de resultados tambem e simplificada, devido a menor
quantidade de valores a analisar.

Desenvolveu-se um modelo de calculo que utiliza elementos de
fronteira quadrangulares do tipo parabolico e que permite estudar
equilibrios tridimensionais em meios continuos, homogéneos e isotro
pos com comportamento elastico linear. Efectuaram-se testes ao mode
lo de calculo para os casos de uma cavidade esférica e de um tdnel
circular,

Este trabalho, juntamente com um outro desenvolvido no Nicleo
de Obras Subterraneas para estudo de equilibrios planos (Frazillio
e Martins, 1984), constitui um primeiro passo para dotar o LNEC de
modelos de calculo por elementos de fronteira para o estudo de es-
truturas subterrdneas. Pensa-se que, no que respeita ao modelo bidi
mensional, os trabalhos deverao prosseguir no sentido de melhorar a
sua eficiencia e de o generalizar para o estudo de meios anisotropi
cos, de comportamentos nao lineares, com inclusao de heterogeneidades
e de descontinuidades. Pensa-se que tambhem sera importante conside-
rar as acgoes devidas a forgas massicas ou a variagGes de temperatu
ra.

No que respeita ao modelo tridimensional desenvolvido no pre -
sente trabalho, as perspectivas de desenvolvimento no futuro imedia

to sao as seguintes:

i) Implementagao do esquema de divisao do dominio em sub-regi-
oes, possibilitando a consideracdo de heterogeneidades. Utilizando
este procedimento, a matriz do sistema de equagoes deixa de ser
cheia, passando a ser estruturada em banda, podendo acarretar econo

mia na resolugao do sistema de equagoes.
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ii) Implementacao de elementos triangulares do tipo parabdlico.
Com estes elementos, a discretizacao das fronteiras & facilitada, no
meadamente na transicao de zonas mais refinadas para zonas onde o

grau de refinamento e menor.

iii) Implementacao de elementos infinitos do tipo quadrangular
parabolico. Estes elementos facilitam a discretizacao em problemas
envolvendo meios que nao englobam todo o espaco tridimensional. A
sua utilizagao € particularmente importante no estudo de obras sub-
terraneas a pequena profundidade, em que € necessario discretizar a

superficie livre do terreno.

iv) Implementacao do tratamento automatico de problemas que
exibam simetria estrutural e de carregamento em relacao aos planos
coordenados, recorrendo ao metodo das imagens. Utilizando este méto
do, discretiza-se apenas um quarto, metade, ou um oitavo da superfi
cie da estrutura, conforme o tipo de simetria, executando-se automa
ticamente a integracao sobre os elementos simétricos (imagens).

Preve-se a utilizacao do modelo tridimensional por elementos
de fronteira na interpretacao de resultados obtidos por metodos ex-
perimentais. Com efeito, pensa-se, a curto prazo, utilizar este mo-
delo no estudo do estado de tensao em macigos rochosos, em torno de
cavidades, a partir de valores fornecidos por ensaios de macacos
planos de pequena area (SFJ) e de deformetros (STT). Outro campo em
que se preve a utilizacao do modelo e o dos estudos de estruturas
subterraneas que o LNEC venha a efectuar, podendo servir como comple
mento do trabalho de observagao, possibilitando uma comparacao entre

valores previstos teoricamente e valores observados.
NOTA FINAL

A elaboragao do presente trabalho deve-se a iniciativa e perma
nente orientacao do Eng¢ Luis Ribeiro e Sousa, a quem desejo expres

sar o meu reconhecimento.
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QUADRO 1 - Descricao das subrotinas do subprograma BE3DA

SUBROT INA FUNCAO

BE3DA Efectua a leitura de dados gerais e de gestao, gera espaco para o
dimensionamento variavel das principais matrizes das subrotinas e
define os ficheiros utilizados por este subprograma.

PROGA Efectua a leitura dos dados de calculo e dos dados referentes a
perspectiva e as projeccoes a efectuar. Lista todos os dados e de-
senha a perspectiva e as projecgoes da estrutura.

DADOSB Efectua a leitura dos dados de calculo (coordenadas dos nds, coor
denadas dos pontos interiores, caracteristicas topologicas dos ele
mentos, condigcoes de fronteira, estado de tensdao inicial e caracte
risticas elasticas) e procede a sua listagem.

MALHAB Desenha 3 projeccoes da malha de elementos de fronteira nos 3 pla-
nos XY, YZ e XZ.

DELEM 8(*) Desenha a projeccao num plano de um elemento de fronteira de 8 pon
tos nodais.

PERSP1 Desenha a perspectiva da malha ou de parte da malha de elementos
fronteira.

DELPER Desenha a perspectiva de um elemento de fronteira de 8 nos.

MATYM(*) Define as coordenadas naturais dos nos de um elemento quadrangular
de 8 nos.

TRANCO(***) Transforma coordenadas X, num sistema de eixos ortogonal em coorde
nadas X; noutro sistema de eixos que pode nao ser ortogonal.

FUFOR 8(*) Calcula o valor da fungao da forma Ni num ponto para o elemento de
8 nos.

cicLo (%) Dado i, calcula j e k por permutacdo circular.

(#) - Subrotina desenvolvida para um programa de cdlculo automatico para di-

mensionamento de tuneis (Sousa e Teles, 1980).

(s%%%x) - Subrotina desenvolvida para um programa de cadlculo automatico para es-
tudo de escoamentos tridimensionais (Vaz, 1979).
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QUADRO 2 - Descrigao das subrotinas do subprograma BE3DB

SUBROT INA

FUNCAO

BE3DB

Efectua a leitura de dados gerais e de gestao, gera espacgo para o di
mensionamento variavel das principais matrizes das subrotinas e defj
ne os ficheiros utilizados por este subprograma.

PROGB

Efectua a leitura dos dados de calculo; calcula a area e os compri -
mentos segundo os eixos locais de todos os elementos para posterior
calculo da ordem de integragao numerica a utilizar; calcula os valo-
res do integral azimutal; calcula os valores da matriz G e os valo-
res nao diagonais da matriz H; calcula indirectamente os valores dia
gonais da matriz H; forma o sistema de equacoes; resolve o sistema
de equacoes por blocos; reordena os valores de fronteira e escreve
os valores dos deslocamentos e das pressoes nos pontos nodais da fron
teira; calcula e escreve os valores dos deslocamentos e das tensces
nos pontos interiores da estrutura.

ALR

Calcula a area e os comprimentos segundo os eixos locais de todos os
elementos de fronteira.

AZIMU

Calcula, no caso de o dominio da estrutura ser infinito, o valor do
integral azimutal.

HG8

Calcula, para um ponto nodal x. e um dado elemento de fronteira, os
valores correspondentes das matrizes H e G, com excepcao dos valo-
res diagonais de H, para o caso de o ponto x; nao pertencer ao ele -
mento em causa.

HG8S

Calcula, para um ponto nodal x, e um dado elemento de fronteira, os
valores correspondentes das matrizes H e G, com excepcao dos valores

diagonais de H, para o caso de o ponto X, pertencer ao elemento em
causa. ’

HH1

Calcula, indirectamente, para casa ponto nodal X., OS corresponden -
tes valores diagonais da matriz H.

AXF

Forma, para cada ponto nodal x;, os valores correspondentes do siste
ma de equagoes pelo algoritmo ée Gauss, utilizando um metodo de con-
densagao da matriz por blocos, procedendo posteriormente a retrosubs
tituicao.

REORD

Procede a reordenagdo dos valores de fronteira impostos 3 partida e
dos obtidos da resolugac do sistema de equacoes.

INTE

Calcula, para cada ponto interior, os valores dos deslocamentos e
das tensoes.

88
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QUADRO 2 - Descricao das subrotinas do subprograma BE3DB

(Continuacao)

SUBROT INA

FUNGAOQ

DDR

Calcula, entre um ponto X, e um ponto de integragcao numerica perten-
cente a um elemento de frénteira, o valor da sua distancia (raio)
das derivadas do raio em relagao aos eixos coordenados globais o va-
lor da sua derivada segundo a normal ao elemento no ponto de integra
cao e os cossenos directores da normal.

PP1

Calcula a solugao fundamental em tensoes para um corpo isotropico
tridimensional, para um ponto x, e um ponto de integragao numerica
pertencente a um elemento de fronteira,

uu1

Calcula a solucao fundamental em deslocamentos para um corpo isotro-
pico tridimensional, para um ponto x, e um ponto de integracao nume-
rica pertencente a um elemento de fronteira.

DS

Calcula os valores dos tensores de terceira ordem D e S, para calcu-
lo de tensoes em pontos interiores, para um dado ponto interior x. e
um ponto de integragao numerica pertencente a um elemento de frontei
ra.

GAUSSB

Determina, para uma dada ordem de integracao numérica, a tabela de
valores contendo a abcissa e o peso dos varios pontos de integracgao,
nas coordenadas naturais.

NPIF

Calcula, para um ponto x. pertencente a fronteira e para um dado ele
mento, a ordem de integracao numérica a utilizar em cada direccao,

bem como a tabela das abcissas e dos pesos dos varios pontos de inte
gragao, para o caso de o ponto X, nao pertencer ao elemento em causa.

NPIFS

Calcula, para um ponto x; pertencente a fronteira e para um dado ele
mento, a ordem de integragao numeérica a utilizar em cada dlrecgao,
bem como a tabela das abcissas e dos pesos dos varios pontos de in-
tegracao, para o caso de o ponto X; pertencer ao elemento em causa.

NP1

Calcula, para um ponto interior X, e para um dado elemento, a ordem
de integracao numerica a utilizar em cada direcgcao, bem como a tabe-
la das abcissas e dos pesos dos varios pontos de integracao.

TRANCS

Calcula, num dado ponto pertencente a um elemento de 8 nds, a matriz
de transformacao de coordenadas locais para globais e o modulo de G
(produto vectorial fundamental).

TRAN33

Calcula o modulo de G. para os elementos lineares tridimensionais
de 3 nos, utilizados na subrotina ALR.

FUFOR3

Calcula o valor da fungao de forma N; num ponto para o elemento line
ar de 3 nos.

(Continua)
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QUADRO 2 - Descrigao das subrotinas do subprograma BE3DB

(Continuagao)

SUBROT INA FUNCAO

EIGRS Subrotlna da biblioteca do DEC10, utilizada para calculo de direc-
¢oes principais.

DADOSB
MATYM Descritas no Quadro 1
FUFORS
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QUADRO 3 - Descricao das subrotinas do subprograma BE3DC

SUBROT INA FUNCAO

BE3DC Efectua a leitura Qe dados gerais e de gestao, gera espaco para o di
mensionamento variavel das principais matrizes das subrotinas e defi
ne os ficheiros utilizados por este subprograma.

PROGC Efectua a leitura dos dados de calculo e do numero de superficies de
desenho, das caracteristicas do contorno, das coordenadas dos pontos
interiores para calculo de deslocamentos e tensoes e das caracteris-
ticas geometricas do plano de desenho. Chama as subrotinas para cal-
culo de deslocamentos e tensoes.

DESLB Define as coordenadas dos pontos interiores de cada superficie de
desenho e chama as subrotinas para calculo e para desenho de desloca
mentos bem como a subrotina de desenho do contorno.

INTED Calcula, para cada ponto interior, o valor dos deslocamentos.

DESDES(**) Desenha, em cada ponto interior, os deslocamentos segundo a superfi-
cie de desenho.

TENB Define as coordenadas dos pontos interiores de cada superficie de de
senho, chama a subrotina de calculo das tensoes, calcula as componen
tes das tensoes na superfICIe de desenho, chama a subrotina de calcu
lo e desenho das tensdes principais na superficie de desenho, e cha-
ma a subrotina de desenho do contorno.

INTEP Calcula, para cada ponto interior, o valor das tensoes.

DESPRI(*) Desenha, em cada ponto interior, as tensoes principais segundo a su-
perficie de desenho (assinalando com uma seta as tracgdes).

TPRINC(*) Calcula, em cada ponto interior, as tensoes principais segundo a su-
perficie de desenho, e a tangente trigonometrica do angulo que a di-
reccao de uma das tensoes principais faz com um dos eixos coordena -
dos.

CONTOR(** Desenha o contorno da fronteira sequndo a superficie de corte.

ROTAD(x) Auxilia a subrotina DESPRI no desenho das tensGes principais

DADOSB

MATYM Descritas no Quadro 1

FUFORS

(Continua)
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QUADRO 3 - Descricao das subrotinas do subprograma BE3DC

(Continuacao)

SUBROT INA FUNEAO
GAUSSB
TRANC8
DDR
uu1 .
PP Descritas no Quadro 2.
DS
NP1
EIGRS
() - Subrotina desenvolvida para um programa de calculo automatico para di
mensionamento de tlneis (Sousa e Teles, 1980).
(%) - Subrotina desenvolvida para um programa de calculo automitico tridi-
mensional para o dimensionamento de grandes estruturas subterraneas
(Ocampc, 1983).
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2.1 - Dados gerais

TITULO - Cadeia de caracteres alfanumericos ate um maximo de
80.
NB - Numero de pontos nodais de fronteira

NE - Numero de elementos de fronteira

NP - NUmero de pontos interiores para calculo de deslocamen -

tos e tensoes.

INTIPO - Modo de calculo do numero de pontos de integragao nu
mérica:
() - ndmero constante (NG)
(1) - namero variavel (RKG)

NTA1 - Tipo de dominio

(g) - dominio infinito
(1) - dominio finito

NPB - Numero de pontos nodais por cada bloco da matriz, para
para resolucao do sistema de equacoes. 0 numeroc de li-

nhas por cada bloco sera 3xNPB.

NG - Numero constante de pontos de integragao numérica, a
utilizar se INTIPO=4.

RKG - Constante K definida em 3.3.3, a utilizar se INTIPO = 1.

FI1, Fl2, PSIT, PS12 - Angulos P, @, § e ¢2, definidos
em 2.3.5, em graus, a utilizar no caso de dominios total

ou parcialmente infinitos (NTg1 = §).

TITULO
NB NE NP INTIPO NT@1 NPB
NG ou RKG
Fi1 Fi2 PSI1 PS12 SO preencher se NT@1 = ¢
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2.2 - Coordenadas dos pontos nodais

Ponto X Y Z

NB

2.3 - Coordenadas dos pontos interiores

Ponto X Y z

NI

2.4 - Definicao dos elementos

A definicao do sentido da 4 ??f Z 3
normal & dependente da sequencia
de numeragao dos nos do elemen 8 6
to. A convencao adoptada para o
definir e a indicada na figura. 1 E' 2
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PONTQOS NODAIS
ELEM.
1 2 3 4 5 6 7 8
1
2
3
NE

2.5 - Condicoes de fronteira

PONTO DIRECCAO X DIRECCAO Y DIRECCAO Z
NODAL |- VALOR TIPO VALOR TIPO VALOR TIPO
1
2
3
NB

TIPO - # - condi¢do de fronteira em deslocamentos

1 - condicao de fronteira em pressoes.

2.6 - Tensoes iniciais

Ox Txy Txz Jy Tyz Oz

NOTA: As tensoes iniciais sao supostas constantes em todo o dominio.

LNEC - Proc. 47/11/7315



2.7 - Caracteristicas elasticas

MOD. DE ELASTICIDADE COEF. DE POISSON
2.8 - Desenho das projeccoes da malha segundo os planos coordenados
XP, YP - coordenadas da nova origem dos eixos de modo a que as

coordenadas dos pontos do desenho sejam todas positi

vas.

DX, DY - dimensoes do desenho.

EC - escala de comprimentos
XP YP DX DY EC
2.9 - Desenho da perspectiva da malha
X. - eixos coordenados
N X3 i
\3 Xi - eixos da perspectiva
\ 0 eixo 1 da perspectiva corres
'K’" ./;&, ponde a direccao do raio visual
7 2 e os eixos 2 e 3 definem o pla
.//X %5 no em que se obtem a perspecti
/ va. 0 sistema de eixos X% pode
nao ser ortogonal.
X . ‘
e

aij - co-senos directores dos eixos da perspectiva

DX, DY - dimensoes do desenho

NEl, NEF - numero dos elementos inicial e final a desenhar.

DX DY NEI | NEF

11 Qa1 | B3q | Qp | Ggp | GQ3p | Qyz | Qg3 | sy
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3.1

LNEC

- Dados gerais e para desenho do contorno

X3

SECCAG DE DESENHO
NORMAL AO EIXO X1

[ 4 @ —9
® @

[ @ P

1 2

DEFINICAG DO CONTORNO

i-n2 dg ponto
®-n2 do lodo

de ponto de desenho (pontos de calculo de deslo

NSD Nimero de seccoes de desenho
NLC Numero de linhas do contorno
NPC Nimero de pontos do contorno
NPD Ndimero
camentos e tensoes)
NSD
NLC NPC NPD
PONTOS DO CONTORNGO
Ponto X

NPC

- Proc.

k771177315
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LADOS DO CONTORNO

Lado X Y

NLC

3.2 - Coordenadas dos pontos interiores no plano do desenho

Ne X Y

NPD

3.3 - Dados para definicao do plano de desenho e para os desenhos

de deslocamentos e de tensoes

NEX - Nimero de ordem do eixo coincidente com a normal a sec

cao de desenho.

VEX - Valor da coordenada no eixo da secgao intersectada pe-

la seccao de desenho.

xg(1), x#(2), XB(3) - Coordenadas do ponto P que por transla

¢ao nao permite a existéncia de coordenadas negativas.
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DX, DY - Dimensoces do desenho

EC, ED, ET - Escalas multiplicativas de comprimentos, desloca
mentos e tensoes.

NEX VEX | XB(1) | Xg(2) | xp(3) DX DY EC ED ET
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