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MODELO TRIDiMENSIONAL DE ELEMENTOS DE FRONTEIRA 

PARA ANALISE DE ESTRUTURAS SUBTERRANEAS 

- I NTRODUçAO 

Nos últimos anos, tem-se assistido a um aumento general izado 

da util izaçio de mitodos numiricos no cilculo de estruturas subter

râneas. Com efeito, i cada vez mais ficil ter acesso a sistemas com 

putacionais, os quais vio evoluindo continuamente no sentido do au

mento das suas potencialidades, permitindo a utilizaçio de modelos 

cada vez mais complexos. 

Os modelos numiricos, que recorrem ao uso do computador, sao 

ideal izações do que se passa na real idade, dependendo as suas carac 

terfsticas e complexidade, do tipo de aproximaçio que i feita na 

ideal izaçio. Assim, para a anil ise do comportamento de estruturas 

subterrâneas, dois tipos principais de aproximaçio podem ser felta~ 

aproximaçio de meio contínuo e aproxlmaçio de meio descontínuo. 

No caso da aproximaçio de meio contínuo podem util izar-se mito 

dos diferenciais, tais como o mitodo das diferenças finitas e o me

todo dos elementos finitos, e mitodos integrais, geralmente na for

ma do metodo dos elementos de fronteira. 

Dos metodos diferenciais, o metodo das diferenças finitas esti 

hoje praticamente abandonado no domínio das estruturas subterrânea~ 

devido i sua gradual substituiçio, de uma forma vantajosa, pelo mi

todo dos elementos finitos. Neste metodo, as relações governativas 

da Teoria da Elasticidade sio expressas por" sistemas de equações dI 

ferenciais, com determinadas condições de fronteira no seu domínio 

de apl icaçio. A aproximaçio das funções e feita de uma forma discr~ 

ta, que consiste na definiçio dos seus valores em pontos nodai~ sen 

do aproximada localmente, em cada elemento finito, a partir dos va

lores noda i's. 

No metodo integral dos elementos de fronteira, aquelas equaçoes 

diferenciais sio transformadas num sistema de equações integrai~ s6 

com inc6gnitas s05re a fronteira, reduzindo de um a dimensional ida

de do problema. A fronteira da estrutura e discretizada por elemen

tos, designados por elementos de fronteira, sendo as soluções apro

ximadas, interpoladas em cada elemento a partir dos valores nodais, 

uti 1 izando-se funções de interpolaçio idênticas is util izadas no me 

todo dos elementos fInitos. 
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Tanto o mitodo integral dos elementos de fronteira como os me

todos diferenciais das diferenças finitas e dos elementos finitos 

se podem considerar, do ponto de vista matemático, oriundos do mét~ 

do dos resíduos pesados. Com efeito, a sistematização dos métodos 

numiricos pode ser feita com base na admissibilidade das funç5es p~ 

sadas e de aproximação e também nas bases analíticas envolvidas. 

No caso da aproximação de meio descontínuo podem tambim ser uti 

. lizados modelos de elementos finitos e de elementos de fronteira. 

Nos modelos de elementos finitos, as descontinuidades são considera 

das pela util ização de um tipo de elemento que simula o seu compor

tamento e que é conhecido por elemento de junta. Nos modelos de el~ 

mentos de fronteira, também se podem util izar elementos especiais, 

que procuram simular o comportamento das descontinuidades. 

Outro tipo de modelos, destinados ao estudo dos meios descontí 

nuos, sao os modelos elásticos. Baseiam-se na mecânica dos meios des 

contínuos e admitem que a rotura dos maciços rochosos é condiciona

da, em grande medida,pelas superfícies de descontinuidade e nao pe

la matriz rochosa. Deste modo, na maioria destes modelos, despreza

-se a deformabil idade da matriz rochosa, bem como a rigidez normal 

das juntas, simulando-se apenas os grandes movimentos dos blocos de 

rocha através das superfícies de descontinuidade, resultantes de es 

corregamentos, aberturas, rotaç5es e interligaç5es entre blocos. O 

movtmento entre blocos processa-se ati ser atingido novo equilíbrio 

global da estrutura. Estes modelos sao apl icáveis, fundamentalment~ 

a estruturas subterrâneas localizadas em zonas onde a densidade de 

fracturação seja elevada e o confinamento seja reduzido. De facto, 

em zonas onde estas condiç5es se verifiquem, a maior parte do movi

mento resulta da ocorrência de escorregamentos e aberturas nas frac 

turas e rotaç5es entre blocos, resultando inadequada a modelação do 

maciço por um meio contínuo equivalente. 

Dos métodos existentes para o cálculo estrutural de obras sub

terrâneas, o mais difundido é, actualmente, o método dos elementos 

finitos, devido i sua grande versatilidade para tratar problemas 

dos mais diversos tipos e com graus de complexidade elevados. 

No entanto, há alguns tipos de problemas para os quais o mito· 

do dos elementos finitos nao é particularmente adequado. Um exemplo 

deste tipo de problemas, e o das estruturas em que a relação entre 

a sua superfície e o seu domínio é pequena, visto que o mitodo exi

ge que se discretize todo o domínio. Este problema i muito comum em 

obras subterrâneas, adquirindo a maior importância no caso de mode 
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los trrdimensionai~ em que o esforço dispendido para a discretiza

çao se torna, por vezes, incomportável. Outro exemplo importante é 

o das estruturas inseridas em meios infinitos. Neste caso, util iza~ 

do a aproximação de elementos finitos, é necessário considerar uma 

fronteira exterior, suficientemente afastada da superfície das aber 

turas, para que o seu efeito não se faça sentir na zona a estudar. 

Resulta daqui um volume de dados a tratar extremamente elevado, tor 

nando o método pouco económico. Nestes casos é possível usar com van 

tagem o método dos elementos de fronteira. 

O método dos elementos de fronteira possui algumas vantagens 

importantes que justificam a sua crescente popularidade. Entre elas 

sao de sal ientar as seguintes: 

a} Só é necessário discretizar a fronteira da estrutura, tor -

nando muito simples o trabalho de preparação de dados. Este factor 

é da maior importância na anál ise de estruturas tridimensionais. 

b} O sistema de equações gerado e pequeno. 

c) O tratamento de problemas envolvendo domínios infinitos -e 

feito automaticamente, sendo, por vezes, apenas necessário discreti 

zar as fronteiras das cavidades nele inseridas. 

dl Só são calculados valores nos pontos em que realmente se 

pretende conheci-los, não resultando o excesso de informação que ge 

ralmente se obtém em cálculos por elementos finitos. 

el As soluções obtidas para problemas de concentrações de ten

soes e para problemas de singularidades na mecânica da fractura sao 

particularmente económicas e correctas. 

AI iadas a estas vantagens, o método dos elementos de fronteira 

tem alguns inconvenientes que, no estado actual do seu desenvolvimen 

to, ainda não foi possível ultrapassar. Entre eles sao de citar os 

seguintes: 

a} ~ difícil tratar problemas nao lineares complexos como sejam 

os resultantes das variações de geometria relativos a diferentes se 

quincias de escavação. 

b} O tratamento de domínios anisotrópicos, embora possível, quer 

em problemas bidimensionais, quer tridimensionais, é complexo, obrl 

gando, por vezes, a esquemas de integração numérica bastante demora 

dos. 
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Tendo em vista aproveitar as vantagens do método dos elementos 

de fronteira no cilculo de estruturas subterrineas, desenvolveu-se 

um modelo para estudo de problemas tridimensionais. Este trabalho ln 

sere-se no processo de Investigaçio, subsidiado pelo PI~DAC e deno

m ln a d o II C o n c e p çi o e c i 1 c u 1 o d e 9 r a n d e ses t r u t u r a s s u b t e r r â n e a s II , e 

aparece no seguimento de ou.tros trabalhos, ji real fzados~ no imbfto 

deste processo, tendo em vista o desenvolvImento de técnicas numéri 

cas de cilcul0 para a previsio do comportamento destas obras. 

O modelo trIdimensional desenvolvido é aplicivel a domrnlos 

constltufdos por material homogéneo e is6tropo com comportamento 

elistico 1 inear, Inserido num meio contfnuo. Paralelamente a este 

modelo, foi desenvolvido no NGcleo de Obras Subterrâneas um modelo 

bidimensional de caracterTstlcas Idinticas. 

Realizaram-se apl icaç~es do modelo a algumas estruturas slmple~ 

vfsando essencialmente o seu teste e comparaçiodos resultados obti 

dos com os de outros modelos e com soluç~es analTticas. 

Este trabalho esti organizado em cinco capTtulos, dos quais o 

primeiro é a presente Introduçio. No capTtulo 2 apresentam-se as 

duas principais formulaç~es de elementos de fronteira (indirecta e 

directal, sendo o capTtulo 3 destinado a apresentar o modelo tridi

mensional desenvolvido. No capTtulo 4 incluem-se algumas aplicaç~es 

do modelo a virias estruturas e finalmente, no capTtulo 5, apresen

tam-se algumas ideias sobre os estudos que se acha que deveriam exe 

cutar-se no seguimento deste trabalho. 
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2 - FORMULAÇÕES DE ELEMENTOS DE FRONTEIRA 

2.1 - Considerações iniciais 

A util izaçio de mitodos numirico~ envolvendo a resoluçio de e

quações integrais em problemas de Teoria da Elasticidade, teve iní

cio no final da dicada de cinquenta, princípio da dicada de sessen

ta, tendo-se desenv01vido várias formulações para anál ise de probl~ 

mas bidimensionais. No entanto, só em 1969 foi apresentada uma meto 

dologia para a soluçio de problemas tridimensionais (Cruse, 

Neste trabalho, Cruse apresenta um mitodo directo, discretizando a 

fronteira em elementos triangulare~ nos quais os valores dos deslo

camentos e das pressões apl icadas sio representados por um valor con~ 

tante, referido ao seu ponto central. As integrações sio efectuadas 

numericamente, à excepçio dos integrais referentes a certos pontos 

singulares, que sio calculados por via analítica. Mais tarde, utill 

za pela primeira vez um elemento triangular mais eficiente (Crus~ 

1974), onde se permite já uma variaçio linear dos valores de fron -

teira, referidos aos virtices de cada elemento triangular (pontos 

nodais). t tambim apresentada uma forma indirecta de calcular os va 

lores de certas constantes de caracterizaçio geométrica, mediante 

considerações de movimento de corpo rígido. 

Os elementos triangulares 1 ineares foram sendo gradualmente 

substituídos por elementos mais complexos, que permitem uma melhor 

discretizaçio das fronteiras. t assim que, nos trabalhos de Lachat 

(1975) e de Lachat e Watson (1976), sio uti 1 izados elementos quadra.!:!. 

gulares e triangulares, em que é possível ter uma variaçio paraból i

ca dos valores de fronteira, e com os quais se podem discretizarcom 

melhor aproximaçio superfícies curvas. Nestes trabalhos, sio util i

zadas considerações de movimento de corpo rígido para determinaçio 

das submatrizes diagonais referentes aos integrais nos pontos sing~ 

lares. t ainda apresentado um algoritmo para optimizaçio do método 

de integraçio numérica, com o qual se procura que as precisões obtl 

das em todas as integrações sejam semelhantes. Este mitodo i basta.!:!. 

te trabalhoso e consiste na subdivisio dos elementos em subdomínios 

de integraçio e na escolha adequada da ordem de integração numirica 

a utilizar em cada caso, de acordo com a rapidez da variação do in 

tegrando. Foi apresentada por Watson (1979) uma versio simpl ificada 

deste algoritmo, de fácil aplicação, e que i inclusivamente utiliz~ 

da no presente trabalho. Watson apresenta ainda uma formulaçio para 
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simular domínios envolvendo a total idade ou parte do espaço infini

to tridimensional, discretizando unicamente a fronteira interior do 

domínio. Este autor desenvolveu também elementos de fronteira infi

nitos, que permitem discretizar superfícies tais como como a super

fície livre de um semi-espaço. 

A dificuldade da extensão do método dos elementos de fronteira 

ao tratamento de domínios anisotrópicos, principalmente no caso de 

equilíbrios tridimensionais, constituiu, durante algum tempo, uma 

1 imitação "importante na utilização do método, nomeadamente no domí

nio da Mecânica das Rochas. No entanto, Wilson e Cruse apresentara~ 

em 1978, uma formulação que permite tratar problemas envolvendo domi 

nios transverso-isotrópicos. Este é, al iás, o único tipo de simetria 

elástica, além da isotrópica, para a qual existe uma expressão para 

as soluções fundamentais. No caso de graus de anisotropia mais ele

vados, há que proceder a uma aval iação numérica das soluções funda

mentais, o que é um processo bastante complexo e que exige, actual

mente, tempos de cálculo de tal modo elevados, que impedem a sua uti 

1 ização de uma forma generalizada (Banerjee e Butterfield, 1981). 

Hoje em dia, existem muitos autores a trabalhar no desenvolvi

mento de novos modelos e novas possibil idades do método dos elemen

tos de fronteira. Inclusivamente, existem já modelos aperfeiçoados, 

que permitem tratar problemas dos mais diversos campos dentro da M~ 

cânica dos Sól idos, como sejam, problemas de viscoelasticidade (Be

nerjee e Butterfield, 1981), elastoplasticidade (Swedlow e Cruse, 

1 9 7 1 } , (B a n e r j e e e tal ., 1 9 7 9), CT e 1 1 e s, 1 98 3), v i s c o p 1 a s t i c i d a de 

(Telles e Brebbia, 1982), (Brunet, 1982), análise dinâmica de estru 

turas (Brebbia e Walker, 1980), (Banerjee e Butterfield, 1981), te.!:. 

moelasticidade (Rizzo e Shippy, 1977), mecânica da fractura (Crus~ 

1979), (Bernitez e Ruiz, 1982), estudo de meios descontínuos {Crouch, 

1976}, (Hocking, 1978), (Chrouch e Starfield, 1983), estudo de meios 

sem resistência à tracção lVenturini e Brebbia, 1983) e muitos ou

tros. 

No Laboratório Nacional de Engenharia Civil, o estudo e a apll 

cação do método dos elementos de fronteira não tem sido feito de 

uma forma continuada. No entanto, deve-se citar o trabalho desenvol 

vido por 01 iveira (1968), onde é apresentado um algoritmo para res~ 

lução de problemas de elasticidade plana util izando uma formulação 

indirecta. Mais recentemente, Portela e Romãozinho (1979) desenvol

veram um trabalho em que apresentam as bases teóricas das formula -

ç o e 5 d i recta e. i n d i r e c ta p a r a p r o b 1 e mas p o t e n c i a i s e da Teor i a da 
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Elasticidade. 
-Nas secçoes seguintes apresentam-se as duas principais formu-

lações de elementos de fronteira. Em 2.2 é tratad~ de 

uma forma sucinta, o método indirecto, dando uma especial atenção 

ao método das tensões fictícias. Em 2.3 apresenta-se, desenvo1vidame.!:!. 

te, a formulação do método directo, pois é com base nela que foi 

elaborado o modelo de cálculo apresentado no Capítulo 3. 

2.2 - Método indirecto 

Na formulação indirecta do método dos elementos de fronteira, 

as equações integrais expressam-se em termos de uma solução analí

tica conhecida para um dado problema, correspondente a uma sol ici

tação unitária, distribuída ao longo da fronteira, com densidades 

de distribuição desconhecidas. Estas densidades de distribuição 

nao têm significado físico mas, uma vez conhecidas, permitem ca1cu 

lar as tensões e os deslocamentos. 

As soluções anal íticas mais usadas sao a de Kelvin e a de Mind 

1 in, que representam os efeitos de uma força concentrada num meio 

homogéneo e elástico infinito ou semi-infinito, respectivamente 

(quer em 2 quer em 3 dimensões). 

Uma das formulações indirectas mais aplicadas é conhecida por 

método das tensões fictícias. Considere-se uma carga unitária actu

ando num ponto xi' segundo a direcção 1. Seja u7k a componente do 

deslocamento segundo a direcção k num ponto y e seja s7km o tensor 

das tensões rr km em y (Fig. 2.1al. Considerando um corpo inserido 

num espaço infinito e ap1 icando forças fictícias S1 distribuídas 

ao longo da sua fronteira r, os deslocamentos e as tensoes num po.!:!. 

t o i n t e r i o r y CF i g. 2. 1 b 1 s e r a o : 

dl' (2.1) 

(l,k,m = 1,2,3) 

(2.2) 

li Seja Plk a componente segundo k da pressao num ponto da su -

perflcie do corpo, devida i apl icação da carga unitária em X., se
I 

gundo a direcção 1 (Fig. 2.1c). Então, a pressão na superfície do 

corpo, devida i aplicação das tensões fictícias SI' é dada por: 
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1 
-2- ~k (1 , k = 1,2,3) 

em que o último termo diz respeito ã descontinuidade das tensões na 

fronteira, devida ã carga fictícia ~k apl icada no ponto y, sobre a 

fronteira (Banerjee e Butterfield, 1977). 

1<.:3 

1:3 

,.---1:2 

(a) 

s" 
Ikm 

y k:2 

(b) (c) 

Fig. 2.1 - Definição dos pontos x. e y: (a) sistemas de eixos; 
(b) ponto i nter i or; (c)' ponto na fronte ira. 

As equações (2.1) e (2.3) permitem calcular os deslocamentos e 

as tensões na fronteira devidos a uma determinada distribuição de 

tensões fictícias. A distribuição correcta será aquela que der ori

gem aos valores de Pk e u k prescritos como condições de fronteira 

do problema (Lemos, 1982). Uma vez determinados os valores correctos 

das tensões fictícias, calculam-se os deslocamentos uk e as tensões 

cr km em q u a I que r p o n to d o c o r p o a t r a v é s das e x p r e s s õ e s (2. 1) e (2. 2) • 

A integração destas equações, para determinação das tensões 

fictícias, só em casos extremamente simples pode ser feita por via 

analítica, havendo portanto necessidade de proceder às integrações 

por via numérica. O método utilizado consiste em discretizar a su

perfície da fronteira, sobre a qual se vai fazer a integração, em 

elementos que se designam habitualmente por elementos de fronteira. 

Na Fig. 2.2a}, está indicada a discretização da superfície de 

uma cavidade num meio infinito que se considerou, por simpl icidade, 
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2 2 

(al (b) 

Fig. 2.2 - Ilustração do método dos elementos de fronteira para o 
problema de uma cavidade bidimensional: (a) problema ffsico; 
(b) modelo numérico. 

bidimensional, num número E de elementos, suficientemente pequenos 

para que as condições de fronteira se possam considerar de valor 

constante no seu comprimento (Crouch and Starfield, 1983), mas va

riável de elemento para elemento. No caso geral são impostas, numa 

parte da fronteira, condições em deslocamentos (u k) e, na parte res 

tante, condições em pressões (Pk}' As tensões fictfcias.0 1 e .0 2 co,!! 

sideram-se também constantes em cada elemento. 

Este problema assim especificado pode ser resolvido através do 
I 

modelo da Fig. 2.2b), em que ~ e uma superffcie com a mesma forma 

de ~. Note-se porém, que a superffcie ~I em que estão apl icadas as 

tensões fictfcias não representa uma fronteira, mas sim a idealiza 

ção de uma superffcie. cujo significado é meramente o da local iza

çao dos elementos de fronteira da superffcie ~ num meio infinito. 

Considere-se, agora, a apl icação das tensões fictfcias .0~ 
(e = 1,2, ... ,E) em cada elemento e da superffcie ~I. As pressoes 
e e -Pk e os des~ocamentos u k em cada um dos elementos, devidos a apl i-

caçao dos.0; na fronteira, são obtidos a partir das expressões 

(2.1) e (2.3L discretizando o integral num somatório nos elementos: 
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E 
e r '* ~ i fj, S i uk = u1k 1 

(2.4) 

i = 1 

E 
e 

t '* ~~ Lls i 
1 ~e 

Pk = Plk + -2- k (2.5) 

i = 1 

( 1 , k = 1,4,3) 

em que Ll S . é a di me n são do e 1 e m e n t o i (com p r i me n t o ou ã r e a, c o n fo.!:. 
I 

d • -) '* iIt - 1 me se trate de um problema a 2 ou 3 Imensoes e u 1k e Plk sao ca_ 

culados no centro do elemento. 

Em cada elemento da fronteira em que a condição imposta seja 

em deslocamentos, tem-se uma equação (2.4). Em pontos em que a con 

dição de fronteira imposta seja em pressões, tem-se uma equaçao 

(2.5}. Obtém-se, assim, um sistema de 3E equaçoes a 3E inc6gnitas 

(2E no caso bidimensional), em que estas sao as tensões fictfcias 

S~ em todos os elementos e segundo as direcções dos eixos coorden~ 
dos. A partir das tensões fictfcias calculadas obtim-se os desloca 

mentos e as tensões em qualquer ponto do corpo a partir das expre~ 

sões (2.1} e (2.2) convenientemente discretizadas: 

E 

L * S i Lls. u k = u 1k 1 I, 
(2.6) 

i = 1 

E 

O"km L * i S i Ll s. = 51 k S'l km 1 l 
(2. n 

i. = 1 

Além desta formulação aqui apresentada, hã outros tipos de fo.!:. 

mu1ações indirectas do método dos elementos de fronteira apresent~ 

das por diferentes autores. Salienta-se o "discontinuity displac!:,. 

ment method ll que permite abordar o problema de meios intersectados 

por superffcies de descontinuidadeo que, em estruturas subterrâneas, 

permite simular a ocorrincia de descontinuidades nos maciços rocho 

sos, nomeadamente falhas e dlaclases (Crouch e Starfield, 1983). 

Outro tipo de formulação apresentada por Tomlin e Butterfield 

(Lemos, 1982) permite abordar o problema de meios zonados com materiais com 

diferentes caracterrsticas, o que é da maior importância no estudo 

de estruturas subterrâneas para a simulação de problemas em que 

existem camadas de materiais com propriedades mecânicas diferentes. 
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2.3 - Método directo 

2.3.1 - Introdução 

Na formulação directa do método dos elementos de fronteira, as 

equações integrais expressam-se em termos de funções que estão direc

tamente relacionadas com as grandezas físicas do problema. No caso da Teoria de 

Elasticidade estas grandezas são os deslocamentos e as pressões 

nos pontos da fronteira. Os deslocamentos e as tens~es em pontos ln 

teriores são calculados, posteriormente, a partir dos valores de 

fronteira. 

'A formulação directa pode ter como base o teorema da reciprocl 

dade (ou de Betti) ou o teorema dos trabalhos virtuais. No entanto, 

com maior general idade, a formulação pode basear-se no método dos 

resíduos pesados (Portela e Romãozinho, 1979), (Portela, 1980), (Br~ 

bbia, 1978); a equação dos resíduos é escrita tendo como função p~ 

sada a solução fundamental do campo elástico. 

2.3.2 - Identidade de Somigllana 

Apresenta-se, nesta secção, a dedução das expressoes básicas 

do método dos elementos de fronteira, a partir do Teorema de Betti. 

Considere-se um campo elástico instalado num domínio com 

fronteira T e satisfazendo as condições: 

ê0"1 k 
+ b k O ax,- = em Sl 

EI k 
1 êu 1 ê U k 

= T ~xk + ê x 1 } em Sl 
{l,k,m,n = 1,2,3} (2 .8) 

0"1 k = Clkmn Emn em Sl 

u k = uK 

em "2 

em que O"lk e Elk são os tensores das tensões e das deformaçõe~ bk 
representa as forças apl icadas no domínio, Pk representa as pres -

sões apl icadas na fronteira, Clkmn é a matriz de elasticidade e n 1 
são os co-senos directores da normal a superfície. Os deslocamentos 

e as pressoes impostas na fronteira são representados respectivame!l 

te por uk e Pk . "1 é a parte onde são impostas condiç~es em des 
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10camentos e ~2 a parte onde sao impostas condições em pressões. 

Considere-se, agora, outro campo elistico, Independente do an-
. d * * b* * *. 1 d t e r I o r, r e p r e s e n t a o p o r (J' E' , P eu, J n s t a a o n, o me s -

mo domínio e obedecendo is mesmas condições. Entio, o teorema de 

B e t t I. p os tu I a que o t r a b a 1 h o r e a 1 i z a d o p e 1 o p r i m e i r o -c a m p o e 1 i s t i c o 

na deformaçio do segundo i igual ao trabalho realizado pelo segundo 

campo elistlco na deformaçio do primeiro. Tem-se, entio: 

1 ri':. k € 1 k d Q -1 (Jl k € 7 k dÇ) (1 ,k = 1,2,3) 

Integrando ambos os membros da equaçio (2.9) por partes, utili

zando o teorema de Green e tendo em consideraçio as expressões (2.8~ 

obtim-se: 

(k=l ,2, 3) (2.10) 

o que corresponde i forma externa do Teorema de Betti. 

A equaçio (2.10) foi estabelecida para dois campos exactos dis 

tintos admissíveis no mesmo domínio Q . No entanto, essa equaçio 

p o d e g e n e r a I i z a r·- s e a o c a s o em que um dos dom í n los i i n f i n i t o ~ , 

contendo o domínio D . Em D define-se o campo elástico que se pr~ 

tende anal isar e em Si oo o campo estrutural fundamental, o qual 

regido pela seguinte equaçio: 

. 
e 

(l,k = 1,2,3) (2. 11 ) 

em que 61 (x - xi) representa a funçio delta de Dirac, que correspo.!}. 

de i apl icaçio de uma força unitária segundo a direcçio no ponto 

x i E Doo' A f u n ç i o d e I ta de D i r a c tem a s se g u i n t e s p r o p r i e d a d e s : 

Ô 1 (x - x.) = O se x f. x. 
I I 

Ô 1 (x - x. ) =00 se x = x. (1=1,2,3) (2 • 1 2 ) 
I I. 

sendo: j:'k (xl 61 (x - x i ) dÇl = 9 1 (x i ) 

Se o ponto x i ~ D , o pr i me i r o i n te 9 r a 1 da e q u a ç a o (2. 1·0), d e v i -

do i~ propriedades sele~tivas da funçio delta de Dirac, toma o va 

10 r: 

12 LNEC - Proc. 47/11/7315 



i 
= u 1 

{l,k = 1,2,3} 

(2.13) 

i em que u 1 representa o deslocamento no ponto xi segundo a direcção 1. 

Substituindo (2.13) em (2.10) vem: 

u; + f ~ U k dr = i b k U ~ díl + 

" 
(k=1,2,3) (2.14) 

* * Note-se que Uk e Pk sao as soluções fundamentais. 

Se se considerarem as três direcções de um espaço tridimensio 

nal, pode-se escrever: 

lt u lk d"'P (1 , k= 1 ,2,3) (2 . 1 5) 

lt lt em que u lk e Plk representam o deslocamento e a tensão na direc 

ção k, devidos à apl icação de uma carga no ponto x. segundo a di
I 

recção 1. 

A equação (2.15) é conhecida como a identidade de Somigliana 

para deslocamentos e é através dela que se irão calcular os deslo

camentos em pontos interiores do corpo. 

2.3.3 - Soluções fundamentais 

As soluções fundamentais podem ser classificadas de acordo com 

a regiãoS"2c:o envolvida. 

Se o domínioS"2CX) é tomado como sendo todo o meio elástico in

finito, então tem-se a solução fundamental de Kelvin para o espaço 

inteiro. Representa o efeito (ult ou plt) em qualquer ponto do do

mínio infinito, devido a uma solicitação unitária aplicada noutro 

ponto do mesmo domínio infinito (Fig. 2.3b). As expressões u~k e 

* Plk' para um espaço tridimensional isotrópico, são (Brebbia, 1978): 

u~k = 16Tt GC\-V lr [O-4V )51k + a~; a~:J (1.k= 1.2.3) 

l2.16) 

p7 k - STt (1-_IV ) r 2 [g~ {( 1-2 V) 51 k + 3 g:1 g:J -(1-2V){ g:1 nd:k n}J 
em que n. são os co-senos directores da normal exterior à superfí

J 

LNEC - Proc. 47/11/7315 1 3 



cie, Ô1k é o símbolo de Kronecker, r é a distância do ponto de apl.!.. 

cação da carga ao ponto em consideração (Fig. 2.3a) e ar/an e ar/ 

/ax 1 são asderivadasdestadistância\emrelação ã normal e em relação 

aos eixos coordenados, respectivamente. 

As d e r i va das de r são da das p o r : . 

ar 

a x 1 

ar 
an 

= 

= 

r 1 --r 

ar n . 
a x . 

I 

-/ ;; 

I 

/ 
i 

(a) 

( 1 

(i 

n 

= 1,2,3) 

(2.1]) 

= 1,2,3) 

f 

~----------------X2 
Força unitária 
na direcção xl 

( b) 

Fig. 2.3 - Caso tridimensional: (a) definiçSes geométricas; (b) s01u 
çoes fundamentais. 

Para um espaço bidimensional isotrópico com estado plano de 

deformação tem-se: 

No caso de se ter um estado plano de tensão, basta substituir 

nas expressSes anteriores V por V == V/(l+V) e E por t = E(1-V 2). 

~ interessante notar que, enquanto no caso tridimensional os 
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deslocamentos u7k tendem para zero quando r tende para infinito, no caso 

bidimensional u7k tende para -CO. Isto deve-se ao termo ln(l/r) incluí 

do na primeira das expressões (2.18}. Assim, o significado de u7k não é o 

de um deslocamento de um ponto, mas sim o seu deslocamento relativa -

mente a outro ponto que se considere fixo (Telles, 1983). 

Esta solução fundamental permite simular o comportamento de ca 

vidades em meios infinitos, o que e de grande utilidade em obras sub 

terrineas, nomeadamente em cavernas profundas, em que a influincia 

da superfíciel ivre do terreno não tem significado. 

Outra solução fundamental existe para o caso em que o domínio 

Ç'Lco e um meio espaço. Corresponde ao domínio da solução fundamental 

anterior cortado por um plano horizontal infinito que é considerado 

ã partida como I ivre, isto e, sem tensões apl icadas e com desloca -

mentos permitidos em todas as direcções. A solução fundamental para 

este caso é a solução de Mindl in para um meio semi-infinfto. 

E s tas o I u ç ã o f u n d a me n tal p e r m i te t r a t a r m a i 5 f a c i 1 me n t,e p r o b 1.5:. 

mas de obras subterrineas a pouca profundidade, em que o efeito da 

superfície livre do terreno é importante. Como exemplo de aplicação 

da solução fundamental de Mindl in para um meio espaço citam-se os 

trabalhos de Banerjee e Butterfield (1977) e Nakaguma (1979). 
No presente trabalho a solução fundamental util izada será a de 

Kelvin, correspondente a um espaço Infinito. 

2.3.4 - Equação integral na fronteira 

2.3.4.1 - Domínio finito 

A equação (2.14), que representa a identidade de Somigl iana, 

foi deduzida considerando que o ponto singular x. onde é apl icada a 
I 

força unitária, está localizado no interior do domínio do corpo. Se 

o ponto x~ estiver situado sobre a fronteira r, aquela equaçao so
I 

fre algumas alterações. 

Considere-se novamente a equação (2.10) correspondente ã forma 

externa do Teorema de Betti. Se o ponto slngular x. se localizar so 
I -

bre a fronteira r do corpo, então o primeiro integral de (2.10} anu 

la-se, ficando: 

u~ dÇ2 (k=l ,2, 3) (2. 19) 

Para se deduzir a expressao correspondente a x. sobre a fron -
I 
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teira vai-se assumir que a força unitária nao é apl icada em x., mas 
I 

sim sob r e uma 5 u p e r f í c i e e s f é r i c a -=PE c o m u m r a i o E , c e n t r a d a em x i ' 

e fazer tender S para zero (Fig. 2.4). A expressão (2.19), trans 

forma-se em: 

Fig. 2.4 - Ponto singular sobre afrontei 
ra; superfÍcie esférica '1 .-

1 im 1 P7k Uk d1 = 1 i m f:~k uk dl' + 
S-o E-o 

(f1-"S l+ -=PS "E 

(1,k = 1,2,3) (2.20) 

tendo Já em conta que as for

ças unitárias actuam indepen

dentemente em cada direcção. 

Tomem-se separadamente os 

integrais anteriores quando 

E-o. Para o primeiro inte

gral virá: 

I im lp~k uk dl' (2.21 ) 
E-o 

,,-"S 

(l,k = 1,2,3) 

Pode demonstrar-se que o primeiro integral do segundo membro 

toma um valor finito não nulo, o que tem como consequência que: 

1 i m lp~k uk d" (l i m l p7k d" ) 
i (2.22) = uk = Clk uk 

S-o E-o 
"S 1'E 

(l , k = 1,2,3) 

No caso de uma fronteira regular fi s to - tenha e, que tangente 

única j) valor de i no ponto o Clk e: 

i 1 Ôlk ( 1 , k 1,2,3) (2.231 C1k = -Z = 

- i No entanto, na pratica, nao há necessidade de calcular C1k 
pois, através de um processo indirecto de representação de um movi 

mento de corpo rígido, determina-se o seu valor juntamente com o 

icorrespondente valor de hP~k uk d". Este procedimento será o uti 
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-1 izado adiante na secçao 2.3.5. 

Os restantes integrais da expressão (2.21) -nao apresentam sin-

gularidades, podendo ser tomados no sentido usual. 

Então, substituindo (2.21) e (2.22) na equação (2.20), quando 

E-o virá: 

{1,k=1,2,3} (2.24) 

Esta é a equaçao integral que relaciona deslocamentos e ten

soes na fronteira e forças de massa num corpo elástico. Uma vez que 

o termo das forças de massa seja conhecido, esta equação fica só com 

incógnitas na fronteira. Esta é uma das características mais impor

tantes do método das equações integrais na fronteira e que permite 

que seja aproximado numericamente. 

2.3.4.2 - Domínio infinito 

No caso do domínio S"2 do corpo elástico ser infinito, engloba.!! 

do algumas cavidades finitas, há que ter em atenção que é necessá -

rio integrar o segundo e o 

terceiro termo da expressao 

-- -:::J:::::::::: .. ................. ~r 
.::::l::::::::::::::::.. /' 

.......................................... -

Fig.2.5 - Intersecção da superHcie de uma esf~ 
ra de raio r com um oitavo de espaço. o 

(2.24), não só na frontei

ra ~ das cavidades fini

tas, mas também numa fron

teira imaginária do corpo, 

no infinito. 

Considere-se um ponto 

de local ização arbitrária 

x o no 

e seja 

esfera 

domínio deste corpo 

r 
o o raio de uma 

c e n t r a d a em x. Na o 
figura 2.5 o corpo infini-

to é representado por um 

oitavo de espaço tendo-se 

c o n s i d e r a d o, p o r sim p I i. c t d a de, o p o n t o x o c o i n c i de n t e c o m o p o n to de 

intersecção dos 3 planos que constituem a fronteira. 1'0 sera a in

tersecção da superfície desta esfera com o domínio do corpo. Consi

derando, por simpl icidade, que não existem forças de massa, a expre~ 

são (2.24) escreve-se: 
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(2.251 

(1 ,k = 1,2,3) 

Esta equaçao poderá ser expressa apenas em termos da fronteira 

" se, quando r -00 se tiver: 
o ' 

u -k 
(l,k = 1,2,3) (2.26) 

Esta equaçao traduz as condições de regularidade das funções numa 

superfTcie infinitamente distante (Tel1es, 1983). 

Em problemas tridimensionais, para um ponto pertencente a 

l' , tem-se: o 

= O(r- 1 } 
o (2.2]) 

em que '-P e 4J sao coordenadas esféricas e O( ) representa o com

portamento assimptótico quando ro--OO • 

S e a r e sul ta n te das p r e s s õ e s a p 1 i c a das na f r o n t e i r a f o r nu 1 a, 

os valores de uk e Pk em "0' quando r o-co, serão forçosamen

te nulos, sendo a condição (2.26) imediatamente satisfeita, anulan 

do-se separadamente ambos os termos do integral. No caso de a resu1 

tante nao ser nula, pelo princTpio de Saint-Venant, tem-se que o 

comportamento de uk e Pk em 1'0' quando ro--CO' 

solução fundamental correspondente a uma força 
-1 da resul tante. Assim, tem-se que uk = O Cr o ) e 

faz com que os dois termos da expressão (2.261 
mente quando ro--OO. 

Para problemas bidimensionais, tem-se: 

dr = IJI d4), IJI = OCro) 

iIt {oon C1/r o} + 1} 
u lk = 

o(1} 

se = k 

se .p k 

iIt O(r- 1) Plk = o 

sera idêntico ao da 

a p I i c a d a na direcção 
-2 

Pk = O(r o lo o que 

se anulem separada-

(2.28) 
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em que \..p é uma coordenada polar. 

Neste caso, os 2 termos do integral da -equaçao (2 .2 6} -nao se 

anulam separadamente, mas sim a sua diferença. De facto, com base 

novamente no princípio de 5aint-Venant e nas conclusões tiradas no 

caso tridimensional, pode-se substituir uk e Pk na expressio (2.26) 

pelos tensores correspondentes à soluçio fundamental bidimensional 

u7k e P7k' Verifica-se, assim, que a equaçao (2.26) é identicamente 

satisfeita. 

Conclúi-se, desta forma, que a equaçao integral na fronteira 

(2.24) é também vál ida para meios infinitos, quer em duas, quer em 

três dimensões. Esta conclusão também se apl ica ã identidade de 50-

migl fana. 

2.3.5 - Discretização da equaçao integral na fronteira 

Expõe-se, nesta secção, a metodologia adoptada para a discreti 

zação e resolução das equações Integrais apresentadas na secçao an

terior. 

A equação integral na fronteira, deduzida em 2.3.4, é: 

C;k U~ + f p7k uk H 3 lU~k Pk dr + ~7k b k díl 

(l,k = 1,2,3} 

(2.29) 

em que os símbolos utilizados têm o seguinte significado: 

ponto singular de apl icação da carga unitária (x.). 
I 

- direcção de aplicação da carga unitária no ponto x .. 
I 

P7k - pressao num ponto da fronteira, na direcção k, devida à ap1l 

cação de uma força unitária em x., actuando segundo a direc 
I 

ção 1 (solução fundamental em pressões). 

~ u lk - deslocamento num ponto da fronteira, na direcção k, devido 

a apl icação de uma força uni tária em x., actuando segundo 
I 

a direcção I (solução fundamental em deslocamentos). 

- coeficiente dependente da geometria do contorno. 

- deslocamento no ponto x. segundo a direcção k. 
I 

uk,Pk - deslocamentos e pressoes no contorno na direcção k. 

bk - forças de massa na direcção k, aplicadas no domínio. 

As direcções 1 e k (l,k = 1,2,31 são as direcções do sistema 
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de eixos cartesianos global adoptado para a estrutura. 

Na formulação numérica que se vai expôr, considera-se, por sim 

plicidade, que não existem forças de massa aplicadas no domínio do 

corpo elástico. Obtém-se uma equaçao só com incógnitas sobre a fron 

teira (u k e Pk): 

(1 ,k = 1,2,3) (2.30 1 

A aproximação do método dos elementos de fronteira consiste em 

dividir a fronteira em elementos de superfície, discretizados num 

conjunto de pontos nodais, sendo as funções uk e Pk aproximadas a 

custa dos seus valores nos pontos nodais, util izando funções inter

poladoras. 

A equaçao integral é apl icada de uma forma discretizada a cada 

um dos pontos nodais Xi da fronteira T, segundo as direcções dos três 

eixos coordenados, sendo os integrais calculados numericamente sobre 

cada elemento. Sendo N o numero total de pontos nodais, resultantes 

da discretização da fronteira l' em elementos, obtém-se um sistema 

de 3N equações I ineares envolvendo os 3N valores de deslocamentos e 

os 3N valores de pressões. Como num problema correctamente formula

do se impõem condições de fronteira num total de 3N valores nodais, 

obtém-se um sistema de 3N equações a 3N incógnitas que, uma vez re

solvido, fornece os restantes 3N valores de fronteira. 

Note-se que a existência de forças de massa aplicadas no domí

nio S"2 pode ser tratada por um processo simples de integração sobre 

células em que o domfnio é dividido (Brebbla, 1978l, gerando uma co.!!. 

tribuição adicional para o termo independente do sistema de equações. 

Estas células não são elementos finitos mas sim subdomínios util iza 

dos apenas para a integração numérica. 

No que se segue, tratar-se-á da discretização para o caso tri

dtmensional, mas os concei,tos continuam a ser vál idos no caso bidi

menstonal. 

Em primeiro lugar há, pois, que dividir a fronteira em elemen -

tos de superfície. Estes elementos, como já foi referido, podem ter 

várias formas (triangular ou quadrangular), e admitir vários graus 

de variação das funções no seu domínio (constantes, lineares, para

bô1 tcos, etc.). 

As coordenadas cartesianas x k de um ponto arbitrário, localiz~ 

do sobre um elemento de fronteira, sao dadas a partir das coordenadas dos 
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pontos nodais 

(j = 1,2, ... ,P) 
(k = 1,2,3) 

(2.31) 

em que N. representa as funções interpoladoras expressas nas coord~ 
J 

nadas locais y (m = 1,2) do elemento e cujo significado é idêntico m 
ao util izado na técnica dos elementos finitos e P é o número de po~ 

tos nodais do elemento. 

r a I , 

Para os deslocamentos e as pressões, a interpolação 

feita de modo idêntico a partir dos valores nodais: 

(j = 1,2, ... ,P} 

(k = 1,2,3) 

~ 

e, em ge-

Supondo que se discretiza a fronteira T num numero E de elemen 

tos de fronteira, a equação (2.30) pode escrever-se da seguinte for 

ma: 

(2. 331 

(l,k = 1,2,3) 

Substituindo as equaçoes (2.32) em (2.331 obtém-se: 

Uj} e~l kU~k Nj d~ pjJ (2.34) 

(j = 1,2, ... ,N) 
U = 1,2, ... ,P) 
(1,k = 1,2,3) 

Os integrais sobre os elementos sao calculados por técnicas de 

integração numérica explicitadas adiante, utilizando-se o método da 

quadratura de Gauss. 

A equação (2.34) é válida para o ponto nodal i sobre afrontei 

ra e para o grau de liberdade 1. Efectuando o espalhamento das matri 

zes pelos pontos nodais, obtém-se uma equaçao genérica: 

(i,j = 1,2, ... ,Nl 
(l,k = 1,2,3} 

em que u jk e Pjk representam, respectivamente, o deslocamento 
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pressao no no j da estrutura, segundo a direcção k. Os termos 

Hi1jk e Gi1jk são: 

N. dl' 
J 

N. d" 
J 

(2. 36) 

Considerando uma equaçao matricial global pode escrever-se: 

-
(C + H) U ;:: GP 

em que os vectores U e P contêm todos os deslocamentos e pressoes em 

todos os pontos nodais. C é uma matriz quase-diagonal em que so os 

termos das submatrizes ~iagonais de 3 x 3 contêm elementos não nulo~ 

podendo deste modo ser somada a H. Então, a equação matricial que 

se obtém e: 

HU ;:: GP (2.38 } 

No caso de existirem forças de massa apl icadas no domínio Q , 
a equação tem mais um termo respeitante i ji referida integração so 

bre as células. Este termo seri um vector B dado por: 

D 

I ( 1 , k = 1,2,3} (2.39 } 

d=l 

em que D e o numero total de células em que o domínio é dividido. 

Adicionando este termo ao segundo membro da equação (2.381, obtem

-se em forma matricial: 

HU ;:: GP + B (2.401 

A equaçao (2.401 representa o sistema de 3N equações ja referi 

do, em que existem 3N valores de pressões 3N valores de deslocamen

tos. Como se disse, num problema correctamente formulado são sempre 

impostos à partida um número total de 3N valores de pressões e des

locamentos, restando 3N incôgnitas~ em que alguma.s s.ão p.ressões e o~ 

tras são deslocamentos. Assim, têm-se algumas incógnitas U no pri -

meiro membro e algumas incógnitas P no segundo membro. Para se resoi 

22 LNEC - Proc. 47/11/7315 



ver o sistema de equações, impõe-se um reordenamento das equaçoes, 

de tal modo que se obtenham todas as inc6gnitas no primeiro membro 

e todos os valores conhecidos no segundo: 

AX = MY + B (2.41) 

em que X é o vector das inc6gnitas, Y é o vector dos valores conhe 

cidos e A e M são duas matrizes resultantes de H e G por troca de al 

gumas das suas colunas. Sendo assim, é possível efectuar o produto 

MY e somar a B, obtendo-se um vector F dos termos independentes do 

sistema de equaçoes: 

AX = F (2.42) 

A matriz A é uma matriz cheia e nao simétrica, sendo o sistema de 

equaçoes, normalmente,resolvido pelo algoritmo de G·auss. 

Uma vez calculados os valores das inc6gnitas X do sistema de 

equaçoes (2.42), têm-se os deslocamentos e as pressões em todos os 

pontos nodais da fronteira, sendo os valores de u e p em qualquer po!:!. 

to da fronteira determinados a partir dos valores nodais do elemen

to sobre o qual se encontra, com base nas expressoes (2.321. 
Nota-se que, para o cilculo total da matriz H, é ainda necess~ 

rio determinar os valores das submatrizes da sua diagonal principal. 

Estas submatrizes são constituídas pela soma de duas parcelas, a pr.!.. 

meira das quais diz respeito ã matriz C e a segunda ã matriz H. OS 
i valores da matriz C, ou seja C1k , dizem respeito, como ji foi refe-

rido, à configuração da fronteira em cada ponto X., podendo ser de
I 

duzidos 

do, para 

por via analítica para configurações simples. Por outro la-

o cilculo dos termos das submatrizes da diagonal principal 
- -de H, ou seja Hiljk , alguns dos integrandos tendem para infinito 

pois, quando r - o, vem que P7k = 0(1/r 21-<:o . No entanto, não é 

necessirfo determinar nenbum destes valores separadamente. A soma 

das duas parcelas que constituem estas submatrizes Hilik da matriz 

H, podem ser determinadas, de uma forma indirecta, por considerações 

de translacções de corpo rígido segundo as direcções dos eixos coor 

denados. 

Assim, considere-se um corpo elástico finito ao qual é apl ica

da uma translacção de corpo rígido de valor unitirio segundo cada 

um dos três eixos coordenados. A equação (2.38) transforma-se em: 

H '1 = O (2.43 ) 
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visto que de um deslocamento de corpo rfgido nao resultam quaisquer 

pressões na fronteira do corpo. 11 representa um vector que corres

ponde aos deslocamentos unitirios nos pontos de fronteira segundo o 

eixo coordenado]. Decompondo H e escrevendo em notação indicia], 

tem-se, para cada ponto x.: 
I 

(i,j = 1,2, •.. ,N) 
(l,k = 1,2,3) 

Passando para o segundo membro os termos de H em que 

C ]ik + H. 1 . k Õ·. = - (1 - Õ •. ) H. l' k 
I J I J I J I J 

ou seja: 

= - (1 - Ô .. )Hol'k 
I J I J 

(2.441 

:I j vem: 

(2.45) 

(2.46) 

Esta expressao é vál ida para domfnios finitos. No entanto, pa

ra domfnlo infinitos ou parcialmente infinitos, é necessário adjci~ 

nar um termo correspondente ã integração sobre a fronteira no infi

nito, seguindo o procedimento utilizado na secçao 2.3.4.2, na medi

da em que as condições de regularidade, definidas na expressao 

(2 • 26), j á não são s a tis f e i tas ;1 v i s to que, n e s t e c a s o, o valor do des 

10camento quando ro-CC> não tende para zero, tomando um valor cons 

tante,unitário. Consequentemente, a expressao (2.25) transforma-se, 

nestes casos, em: 

(2 • 47) 

(l,k = 1,2,31 

pois que os Pk são nulos. Os u k correspondem à translacção de corpo 

rfgido e, como os seus valores são unitários em todo o domfnio infi 

nito, pode-se escrever: 

ou, separando os termos com 

24 

(i,j = 1,2, ... ,N) 
(l,k = 1,2,3) 

= j dos termos com ':/: j: 

(2.48) 
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õ .. ) H • 1 • k + 1 i m 
IJ I I r-oo 

(2.49) 

o 

Este último integral sobre l' é um integral azimutal (Watson, 1979) o 
e tem de ser calculado para cada caso. No caso do domfnio do corpo 

elástico ser todo o espaço tridimensional,a menos de algumas 

des finitas, o valor do integral azimutal pode ser deduzido 

dições de equilfbrio, atendendo a que P~k corresponde a uma 

unitária aplicada na direcção 1. Virá, então: 

I i m 
r -co o 

(J ,k = 1 , 2 ,31 

cavida 

por co~ 

força 

(2.50 1 

No caso geral de o domfnio do corpo elástico ser só uma parce

la do espaço infinito tridimensional, o valor do integral azimutal 

tem de ser determinado anal iticamente. Considere-se um corpo com um 

domfnio parcialmente infinito e incluindo algumas cavidades finItas. 

Tome-se um ponto arbitrário x no domfnfo do corpo e seja r o raio o· o 
de uma esfera centrada em xo' Seja To a intersecção da superffcie 

da esfera com o domfnio do corpo elástico. t esta parcela da super

ffcie da esfera que constitui o domfnio da integração azimutal,acha~ 

do-se depois o seu 1 imite quando r -00 . Como se verifica facilmen 
o -

te, o valor deste integral é independente da existência de cavidades 

finitas. 

Vai-se determinar o valor do integral azimutal para o tipo de 

domfnios tridimensionais parcialmente infinitos mais correntemente 

utilizados (Fig. 2.6). Com este tipo de domfnio poder-se-ão tratar, 

entre outros, os casos de um oitavo, um quarto, ou meio espaço, que 

são comummente utilizados. Como o ponto x é arbitrário, considera-o 
-se, por simplicidade, coincidente com a origem de sistema de eixos 

OX 1X2X3 . A superffcie de integração é a calote esférica representa

da na fig. 2.6 e é definida por quatro ângulos (tp1' 1.P2 ' 4>1 e 4>21 e 

pelo raio r. No cálculo dos integrais usam-se coordenadas esféricas 

(r, ~ , 4> ), sendo o determinante do Jacobiano da transformação de 

coordenadas cartesianas para esféricas dado por: 

(2.511 

Escrevendo o integral azimutal em coordenadas esféricas vem: 

LNEC - Proc. 47/11/7315 25 



(l,k=1,2,3) 

d<.pdljJ 

(2.52) 

Como o Jacobiano é IJJ = O(r 2} e a solução fundamental em pressoes 
~ ~ . 2 
e Plk = O(l/r lo o integrando fica independente do raio, o mesmo 

acontecendo com o valor do integral, não havendo, portanto, neces

sidade de proceder ao cálculo do seu 1 imite quando r-oo o 

Fig. 2.6 - Definições geométricas para cálculo 
do integral azimutal no caso tridi
rnens lona 1 • 

normal sao os seguintes: 

26 

Ôr 
Ô- = cos,+> cosljJ = n 1 
. xl 

= s e n Lp c o sljJ = n 2 

ar 
se nl\J - = = n3 ÔX3 

ar 
= 

ôn 

Recorde-se a expres-

sao (2.16) da solução 

fundamental em pressões 
~ 

Plk para o caso tridi -

mens i ona I. As der i vadas 

do ra io em relação a xl' 

x 2 eX3 e em relação a 

normal, são calculadas 

a partir das expressões 

(2.1]). A normal é defi 

nida como vector unitá

rio, perpendicular ã s~ 

perffcie 1 em cada pon 
o -

t o e o r i e n ta d a p a r a o e~ 

terior do corpo elásti

co. No caso da calote 

e s f é r i c a da fig. 2. 6, os 

valores das derivadas 

de r e dos versores da 
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Substituindo (2.53) e (2.54) na expressao (2.16} da solução fu~ 

damental em pressões,e integrando da forma indicada na expressao 

(2.52), obtêm-se a seguinte expressao: 

Procedendo à integração desta matriz obtém-se: 

1 • 
dl1 = - 8nU-V) C 1 k (l,k = 1,2,3) 

em que: 

C 11 = (1-2V) (\.P2 -\.P1 ) (sen4>2 -sen4J1) + ~ [(lP2 -'-P1 )+ (sen'Pz cos~ 

-5 en<f\ co s<f\ l] [3(5 e n\llz -se n~ l - (se n 't\J2 - sen 3 t\J 1 l] 

C22 = (1-2V) (<+>2-~) (sen1V2-sen4Jl)+ ~ [(4)2-<+>1)- (senl})2 cos~2 

- sen\.{)l COS\'p1)] [3(se~2-sen4>1) - (sen34>2-sen3~1)J 

C33 = (<P2 -<Pt) [( t-2V) (sen% - sen4V + (sen3t\J2 -sen3t\Jt ~ 

é 12 e C 21 = i (sen 1p2 -sen 1p1) [3 (ser!\lz -sert\J1) - (seniv2 -sen't\J1 l] 

C13 = C31 = - (ser1-P2-senlP1) (cos 34J2-cos1v1) 

3cos\.psen4; CO~l 
3 sen\.Psen4J cos4J 

2 
(1-2V)+3sen 4> 

(2.55) 

(2.56} 

(2.5]) 

Estas expressões foram deduzidas para valores de 4J entre -TI /2 e 

IT/2 e só para valores entre estes 1 imites poderão ser util izadas. 

A expressão final para cálculo dos termos das submatrizes de 

3 x 3 da diagonal principal de H, no caso de equilíbrios tridimen-

sionais, é obtida substituindo (2.56) em (2.49): 

= - ~l-Ôijl Hi1jk - 8rt(~-Vj étkJ 
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(I ,k= 1 ,2,31 

(2.58) 
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N o c a sob i d i me n s i o n a 1, o p r o c e à i me n t o a d o p ta d o pa r a cá 1 cu 1 o dos 

termos das submatrizes de 2 x 2 da diagonal principal de H, é idên

tico ao seguido para o caso tridimensional. Determinou-se o valor 

do integral azimutal para sectores circulares, que constituem um ti 

po de domínio bastante utilizado (Fig. 2.7). Com este tipo de domí

nio, poder-se-ão tratar os casos de um quarto, ou meio espaço bidi

mensional. As integrações foram feitas em coordenadas polares na 

fronteira constituída pelo arco de circunferência representado na 

fig. 2.7 e definido pelos ângulos a e ~ e pelo raio r. O determina!!. 

nante do Jacobiano da transformação de coordenadas cartesianas para 

polares e: 

I J I = r 

Em coordenadas polares, o integral azimutal vem: 

;:'OP~k dr = ~~~k IJI d'P = ~~~k r dcp (2.60) 

Identicamente ao que se passa no c~ 

so tridimensional, como IJI = O(r) e 

P~k = O(l/r), também aqui o Integra!!. 

do ê Independente do ralo, não haven 

do necessidade de proceder ao cálcu 

10 do seu 1 imi te quando r - o::J. 
o 

Recorde-se a expressão (2.18) 

da solução fundamental em pressoes 
~ Plk para o caso bidimensional. As de 

rivadas que aparecem nesta expres -

são, bem como ~ normal, têm o mesmo 

significado que no caso tridimenslo 

nal. Para o arco de circunferência 

da fig. 2.7, os seus valores são: 

= cosl.P= n1 

(2.611 

28 

(1,k=1,2,3} 

X1 

. Fig. 2.7 - Definições geométricas 
para cálculo do inte
gral azimutal no caso 
bi d i men s i ona 1 . 
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-ª..r.. = 1 a n 
(2.62) 

Substituindo (2.61) e (2.62) na -expressao (2.18) da solução 

fundamental em pressões e integrando da forma indicada na expressao , 
(2.60), obtêm-se: 

2 
co s í.p 2 se n\p 

= _ 1 f[1-2V)+2 

4IT(1-V) r3 Sim. (1-2V)+2 

cos~ 
2 dp(2.63) 

sen 

Procedendo a integração, vem: 

j P7k 1 . 
( 1 , k 1,2,3) (2.64 ) d" = - 4n:(1 -V) C1k = 

o 

em que: 

. 
2 ( 1 -V) (a -~) sen ~ cos~) C 1 1 = + (sena cosa -

C22 = 2(1-V) (a-~) - (senacosa- sen ~ cos~) {2 .65 L 

ê21 
2 2 

C 12 = = sen a sen ~ 

A e x p r e s s a o f i n a I, p a r a cá 1 cu 1 o dos t e r mos das sub ma t r i z e s de 

2 x 2 da diagonal principal de H, no caso de equilfbrios bidimensio 

nais, e obtida substituindo (2.64) em (2.49): 

= - [(l-Õij)HilJk - lÍT1;(~-Vjêlk] (i,j= 1,2, ... ,N) 
(l,k=1,2) 

2.3.6 - Equações integrais para pontos interiores 

(2.66) 

Conforme se viu em 2.3.2, a identidade de Somigl iana fornece o 

campo de deslocamentos no interior do campo elástico (expressão 

(2.15)). Passando o integral do primeiro membro da equação para o 

segundo, vem: 

(2.67) 
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o tensor das tens6es e obtido por diferenciaçio desta equaçao 

de deslocamentos, de modo a obter-se o tensor das deformaç6es Elk e 

multipl icando este pela matriz de elasticidade. Para um meio isotr6 

pico, as tens6es sio d~das por: 

(J •. 
IJ 

(i,j,1=1,2,3) (2.68) 

Diferenciando directamente dentro dos integrais da equaçao (2.67) e, 

tendo em atençio a forma como sao calculada~ as derivadas de r, ob

tem-se a seguinte expressio: 

(D k •· b k dÇl )Ç2 I J 

C i , j , 1 , k = 1 , 2 , li 

em que as componentes dos tensores de terceira ordem Dk" 
I J 

sao: 

Dk'IJ" = 1 a ~1-2V) [Ô k· r .+Ô k · r • - Ô,. r kJ + ~r . r . r,k} 4aIT( 1 -V)r ti, J J' I I J , , I , J 

Sk" = G f3 {~r [Cl-2V)Ô" r k + V (Ô' k r . + Ô' k r .} -I J 2art( 1 _ V}r I'"' d n I J, I, j J , I 

-yr , r . r,k1 +~V(n. r . r k+ n. r . r k) + (1-2V) ,I ,j ~ I,j, J ,I , 

,I ,j j I I j Ij 

e S k' . I J 

(2.70) 

(2.71) 

(~n k r • r . + n. Ô· k + n. Ô. k) - (1 - 4 V) n k ô .. } 

em que r ,i = O r /ox i' O s va 1 o r e s d e a, ~ e y p a r a o s c a sos b i e 

tridimensionais são: 

- Caso bidimensional 

- Caso tridimensional 

a= 

a= 2 

~ = 2 

~ = 3 

y = 4 

Y = 5 

2.3.7 - Discretização das equaç6es integrais para pontos interiores 

A equação integral para cálculo de deslocamentos em pontos in

teriores é a indicada em (2.6]). Não se considerando a existência 

de forças de massa, reduz -se a: 

(l,k = 1,2,3) (2.72) 
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Neste caso, o ponto xi de apl icação da carga unitária da solução fun 

damental, ê o ponto interior onde se vai determinar a componente do 

deslocamento segundo a direcção l. 

Tal como para a equação integral na fronteira, esta equaçao 

apl icada de uma forma discretizada a cada um dos pontos interiores 

X., calculando-se os integrais numericamente em cada elemento de 
I 

fronteira, a partir dos valores já conhecidos dos deslocamentos e 

das pressões em todos os pontos nodais. A equação discretizada tem 

a seguinte forma: 

E 

lU~k i 2:: N. ul = 
J 

e=l e 

dTl e 
Pjk -

E 

I 
e=l 

(j=1,2, ... ,P) 
(l ,k= 1,2,3) 

(2.73) 

Para calcular o tensor das tensões nos pontos interiores util i 

za-se a expressão (2.69) a qual, no caso de nao se considerarem for 

ças de massa, se transforma, para cada ponto interior, em: 

(i ,j ,k= 1,2,3} (2.74) 

em que Dk" e Sk" são definidos pelas expressões (2.70) e (2.71). 
I J I J 

A discretização da equação é efectuada de forma idêntica ã da equa-

ção de deslocamentos, obtendo-se a expressão seguinte: 

E jDkij J E 1 Skij drl 2:: N . e 2:: N . e 
() .. = Pjk - u j k IJ J 

J 
J I e=1 e=l e e J 

(2.75) 

A - dos·índices idêntica da - (2.73}. variaçao e a expressao 
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3 - MODELO TRIDIMENSIONAL POR ELEMENTOS DE FRONTEIRA 

3.1 - Generalidades 

Com base na formulação directa do método dos elementos de fron 

teira, descrita no capítulo anterior, elaborou-se um modelo para e~ 

tudo de equilíbrios tridimensionais apl icável a estruturas consti

tuídas por material isótropo, com comportamento elástico 1 inear, in 

serido num meio homogéneo e contínuo. De facto, este é o caso mais 

sImples de abordar e pensa-se que, no imediato, sera Gtil explorar 

todas as suas capacidades antes de passar para formulações mais co~ 

plexas, pois um modelo deste tipo constituirá sempre a base de qual 

quer modelo mars sofisticado. 

Por outro lado, em problemas tridimensionais, os casos a anall 

sar circunscrevem-se,geralment~ a uma zona I imitada da estrutur~ i~ 

to é, pretende-se conhecer o seu comportamento numa zona local izada 

onde o efeIto da tridImensional Idade é importante. Nestes casos, e~ 

ta formulação, apesar das suas 1 imitações, poderá dar urna boa ima -

gem dos comportamentos trtdimensionais. Aliado a estas considerações, 

há ainda a sal lentar o facto de o volume de cálculo, neste tipo de 

problemas, ser bastante grande, o que dificulta sempre a implement~ 

~ão de procedimentos mais complexos. 

Nas secções seguintes descreve-se o modelo de cálculo elabora

do. Assim, em 3.2 apresenta-se a metodologia seguida para a discre

tização da fronteira, tratando-se em 3.3 do problema da integração 

numérica das equações. Finalmente, na secçã~ 3.4, apresentam-se as 

caracterTsticas gerais do programa de cálculo automático desenvolvi 

do. 

3.2 - Discretização da fronteira 

Util izam-se para discretização da fronteira elementos superfí

c i a i s de 8 nós, q u a d r a n g u 1 a r e s, de 1 a dos C u r vos, de f i n i dos sob r e um 

sistema de coordenadas naturais y (Fig. 3.1). Estes elementos podem 

ser planos ou exibir simples ou dupla curvatura. As coordenadas car 

tesianas x k de um ponto arbitrário de um elemento são dadas a par-
e tir das coordenadas dos pontos nodais x jk : 

N. e (j 1,2, ... ,8) x k = x j k = J (k = 1,2,3) 

em que os N . representam as funções interpoladoras 
J 
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COORDE NADAS LOCAIS COORDENADAS NATURAIS 

• 

4[9'~ '(Y!l,Y32) 

8 Y, 6 

1 

1 5 2 + 

i Yil YiZ 
1 .1 .1 

2 1 .1 

3 1 , 
, -I 1 

2 S O _1 

6 , O --
7 C 1 , .1 O 

Fig. 3.1 - Elemento quadrangular de oito pontos nodais. 

nas coordenadas naturais ym(m = 1,2) do elemento, e cujo significa

do é idêntico ao utilizado na técnica dos elementos finitos. 

As funções interpoladoras utilizadas são do tipo parabólico, da 

das por: 

(i=1,2,3,4) 

(i=5,6,7,8) 
(m = 1 ,2) 

sendo y. as coordenadas naturais dos pontos nodais. 1m 

(3.2) 

Para os deslocamentos e as pressões a interpolação é feita de 

modo idêntico a partir dos valores nodais através das mesmas funções 

interpoladoras N.: 
J 

(j = 1,2, ... ,8) 

C3 .3) 

(k = 1,2,3) 

As funções interpoladoras N. têm a propriedade de tomar o va
J 

lar unitirio no nó j e zero nos restantes. A sua variação estj ln 
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Fig. 3.2 - Funções interpoladoras do tipo parabôl ico para elementos 
quadrangulares. 

dicada na Fig. 3.2. 

3.3 - Métodos de integração numérica 

3.3.1 - tntegração da equação integral na fronteira 

Os integrais da equação integral na fronteira (2.34) -sao prod!!. 

tos das soluções fundamentais pelas funções de interpolação, e sao 

calculados nos elementos de fronteira quadrangulares pelo método da 

quadratura de Gauss. 

O cálculo numérico do integral de uma função baseia-se na sua 

substituição por um somatôrio extendido a um conjunto de pontos do 

domínio de integração. No caso geral, para um domínio de integração 

unidimensional, a expressao a apl icar e: 

(3.4) 

em que Hn sao os coeficientes de peso dependentes dó numero de pon-

34 LNEC - Proc. 47/11/7315 



tos de integração NG, da sua local ização e da ampl itude do domínio 

de integração (b-a). 

No método de Gauss, a local ização dos pontos de integração é e~ 

colhida de tal forma, que permite a integração exacta de polinómios 

de grau 2n-1 com n pontos de i ntegração. No Quadro 3.1 é dada uma 

tabela com os coeficientes de peso e a local ização dos pontos ate 

n = 24, relativamente ao intervalo de integração [-1 ,1J. 

E também possível, com base nestas tabelas, proceder a integr~ 

çao de funç6es em domínios bidimensionais: 

NG1 

I 
a=l 

NG2 

I 
b=l 

C3. 5) 

em que N G 1 e N G 2, H a e H b são o n ú m e r o d e p o n tos d e i n t e g r a ç ã o e os 

seus pesos utilizados na direcção 1 e na direcção 2 respectivamente. 

Os integrais de superfície que e necessário calcular para a 

equaçao integral na fronteira são os indicados na expressão (2.36) 

e que aqui sao repetidos: 

H i I j k =1 * N. d" Plk J 

e 

lU~k 
C3. 6) 

G i I j k = N. d" 
J 

li e 

A integração das expressoes (3.6) vai fazer-se nas coordenadas 

loca i s Ym de cada elementC\ definidas na secção 3.2. Sendo l'e uma superfí

cie paramétrica, isto é, definida pelos parâmetros Yl e Y2 sobre a 

superfície e sendo f uma função escalar, define-se o integral de su 

perfície de f sobre l' da seguinte forma (Apostol, 1973): e 

1 e 

dl' (3.]) 

em que r(Y1'Y2) é o raio vector que une a origem do sistema de ei

xos coordenados cartesianos globais a um ponto genérico (x l ,x 2 ,x 3 ) 

da superfície. -Define-se também o produto vectorial fundamental G, que cons-

ta da expressão (3.]): 
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n 

2 

3 

4 

5 

6 

7 

8 

9 

10 

11 

36 

QUADRO 3.1 - Coordenadas dos pontos de integração numérica e seus 

pesos para a fórmula da quadratura de Gauss 

~ Yk Hk n ~ Yk Hk 

0.5773502692 1.0000000000 0.1252334085 0.2491470458 
0.3678314990 0.2334925365 

0.0000000000 0.8888888889 12 0.5873179543 0.2031674267 
0.7745966692 0.5555555556 0.7699026742 O. 1600783285 

0.9041172564 0.1069393260 
0.3399810436 0.6521451549 0.9815606342 0.0471753364 
0.8611363116 0.3478548451 

0.0950125098 0.1894506105 
0.0000000000 0.5688888889 0.2816035508 0.1826034150 
0.5384693101 0.4786286705 0.4580167777 0.1691565194 
0.9061798459 0.2369268850 16 0.6178762444 o. 1495959888 

0.7554044084 0.1246289713 
0.2386191861 0.4679139346 0.8656312024 0.0951585117 
0.6612093865 0.3607615730 0.9445750231 0.0622535239 
0.9324695142 0.1713244924 0.9894009350 0.0271524594 

0.0000000000 0.4179591837 0.0765265211 o. 1527533871 
0.4058451514 0.3818300505 0.2277858511 0.1491729865 
0.7415311856 0.2797053915 0.3737060887 0.1420961093 
0.9491079123 0.1294849662 0.5108670020 0.1316886384 

20 0.6360536807 0.1181945320 
0.1834346425 0.3626837834 0.7463319065 0.1019301198 
0.5255324099 0.3137066459 0.8391169718 0.0832767416 
0.7966664774 0.2223810345 0.9122344283 0.0626720483 
0.9602898565 0.1012285363 0.9639719273 0.0406014298 

0.9931285992 0.0176140071 
0.0000000000 0.3302393550 
0.3242534234 0.3123470770 0.0640568929 0.1279381953 
0.6133714327 0.2606106964 0.1911188675 0.1258374563 
0.8360311073 0.1806481607 0.3150426797 0.1216704729 
0.9681602395 0.0812743884 0.4337935076 0.1155056681 

0.5454214714 0.1074442701 
0.1488743390 0.2955242247 24 0.6480936519 0.0976186521 
0.4333953941 0.2692667193 0.7401241916 0.0861901615 
0.6794095683 0.2190863625 0.8200019860 0.0733464814 
0.8650633667 0.1494513492 0.8864155270 0;0592985849 
0.9739065285 0.0666713443 0.9382745520 0.0442774388 

0.9747285560 0.0285313886 
0.0000000000 0.2729250868 0.9951872200 0.0123412298 
0.2695431560 0.2628045445 
0.5190961292 0.2331937646 
0.7301520056 0.1862902109 
0.8870625998 0.1255803695 
0.9782286581 0.0556685671 
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G = ar Í\ ar 
OY 1 a Y 2 

(3.8) 

o valor - dado seu e por: 

G ar Í\ ar - - - -= = e, e 2 e 2 = 9 1 e 1 + g2 e 2 + g3 e 3 OY 1 OY 2 

OX 1 OX 2 OX 3 

8Y 1 8Y 1 8Y, 

8x 1 8 x 2 8 x 3 
8Y2 8 Y2 aY2 

em que: 

OX 2 aX3 aX2 aX3 
g, = -- - --

OY 1 OY2 aY2 OY 1 

aX3 Ox, _ OX' OX 3 
9 2 = 

OY 1 OY2 OY 1 OY2 
(3.10) 

OX, ÔX2 _ Ox, aX2 
g3 = ay 1 OY2 OY2 OY 1 

O módulo do produto vectorial fundamental e: 

G = Jg~ 2 2 + 9 2 + g3 (3.11) 

A função escalar f, dada de uma forma paramétrica, e que cons

titui o integrando é, no caso presente, o produto das soluções fun

damentais pelas funções de interpolação das expressões (3.6). Como 

as coordenadas locais que definem os elementos de fronteira têm uma 

variação entre -, e +1, o integral da expressão (3.7) transforma-se 

em: 

j +1 f+1 f G dY1 dY2 
- 1 - , 

(3.12) 

Note-se que ~ não tem nada a ver com o raio definido nas ex 

pressões (2.16) das soluções fundamentais, sendo o seu significado 

simplesmente o de raio vector definido atrás. 

As derivadas das coordenadas globais x k em relação as coorde 

nadas locais Yi sao calculadas em cada ponto de integração numéri
e ca usando as funções de interpolação Nj e os valores nodais x jk : 
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(k = t,2,3) 
(i = 1,2) 
(j = 1,2, ... ,8) 

Uma vez definidos todos estes conceitos respeitantes ao mitodo 

de integraçio numirica e ao modo como se calculam os integrais de s~ 

ffci~ podem-se escrever os integrais das expressao (3.6) da seguin 

te forma: 

= ;: P~ k 

NGl NG2 - I I ~ 

H i I j k N . dT' = Plk Nj G H Hb J a 
a=l b=l e 

(3.14 ) 

=;: u7k 

NGl NG2 

G i I j k N. dT' I I ~ N • G Ha Hb = u 1k J J 
a=l b=l e 

~ ~ Para calcular Plk e u 1k num dado ponto de integração numiri-

ca Q dum elemento r e e necessário fazer uma sirie de definições ge~ 

mitricas (F'ig. 3.3). 

O cálculo da normal exterior à superffcie do elemento num dado -ponto P i feito atravis do cálculo dos vectores tangentes t 1 e t 2 
segundo os eixos locais Yl e Y2: 

x· 1 

n = 
- -

r 5 2 

Y, 

Fig. 3.3 - Definições geomitricas; vectores 
tangentes e vector normal. 

38 

O.15} 

em que: 

(i = 1,2) 
(k = 1,2,3) 

(3.16) 

Na fig. 3.3. a numera 

çao dos pontos nodais do ele 

menta foi feita no sentido 

contrário ao dos ponteiros 

do relógio, obtendo-se o 

sistema de eixos (Yl' Y2) 

indicado, e consequentemen 

te, devido à definição de 

produto vectoria1, um ve~ 

tor Fi como sentido indi 
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cado na figura. No caso de a normal exterior ao corpo elástico nao 

ter este sentido, mas sim o sentido inverso, há que numerar os pon

tos nodais do elemento no sentido dos ponteiros do relógio. 

Como a variaçio .dos integrandQs de (3.14) no domfnio de um ele 

me n t o l' é mui to d i f e r e n t e c o n f o r m e a 1 o c a 1 i z a ç i o r e 1 a t i va d o e 1 emen e 
to de fronteira sobre o qual se está a proceder i integraçio e do 

ponto xi de aplicaçio da carga unitária, usam-se dois esquemas de I.!! 

tegraçio numérica distintos consoante o ponto x. pertence ou nio ao 
I 

elemento l' . e 
No primeiro caso, em que o ponto x. nao pertence ao elemento 

I 

l' , a integraçio é feita, sobre o elemento, utilizando directamente 
e 

as expressões (3.14). 

No segundo caso, em que o ponto xi pertence ao elemento l'e' a 

variação do integrando no domfnio do elemento é muito maior, pelo 

que se utiliza um esquema de integraçio alternativo. O elemento qua 

drangular é dividido em 2 ou 3 subelementos triangulares, conforme 

se indica na Fig. 3.4. 

A integração em cada subelemento e feita relativamente ao sis-

\ 

Xi 5 2 

(o) 

\ 
\ 

\ 
\ 

( b) 

Fig. 3.4 - Divi,são dos elementos qu.a,drangulares em triângulos para 
Integração numérica: (aL ponto xi no canto; (b) ponto x. 
a meio do lado. I 

I I 

tema de coordenadas (Y]' Y2L obtidas por uma transformaçio das cooL 

denadas naturais (Yl' Y2L do elemento l'e' Para o subelemento trian

gular definido pelos pontos nodais 1, 2 e 3 da fig. 3.4(a), a trans 

formação é a representada na Fig. 3.5. 
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y; 
3 

, , 
4 3 

í {3l (2) 
I 
I 
I 

, i 

y; I 

+ y' 

,1 
1 

I 
I 

1 {11 (1) 
, , 

1 2 1 2 

y; ,I ;j 

(O) ( b) 

Fig. 3.5 - Esquema de integração numérica nos subelementos triangulares. 

Através desta transformação, o elemento triangular passou a ser 

representado por um domínio rectangular com 4 pontos nodais nos ver 

tices. Na fig. 3.S(b) estão representados, entre parintesis, os nu

meros dos nós do subelemento triangulares, correspondendo os restan 

tes ã numeração do novo elemento quandrangular. Esta transformação 

permite obter uma maior concentração de pontos de integração numérl 

ca junto ao ponto singular x., onde a variação dos integrandos é 
I 

mais rápida, conduzindo a um valor mais correcto do integral. 

Para proceder à integração nas coordenadas (y~, V;) é necessá

rio proceder ao cálculo do Jacobiano da transformação: 

em 

to, 

40 

f Y l 
dY2 = fiJ'dY; I 

dY 2 (3.1 n 
que IJI e o determinante do Jacobiano, dado po r: 

I J 1 
àY 1 à Y2 ÔY 1 à Y2 à Y2 à Y1 = 
ÔYl ÔY 1 = 

ÔY 1 ÔYz- ÔY 1 ÔYz 
(3.18) 

àY 1 à Y2 
ÔYZ ÔYZ 

As coordenadas y. (i = 1,2) sao definidas, para cada subelemen
I 

- e I I I I em funçao das coordenadas y .. dos pontos nodais 1, 2, 3 e 4 da 
J I 
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fig. 3.5: 

Y = N', e , y .. 
I J J I 

(j = 1,2,3,4) 

em que N~ são as funções de interpolação utilizadas para elemen -
J 

tos quadrangulares lineares: 

N~ = +. (1 + I Vi) 
J 'i Yj1 1 (j = 1,2,3,4) (3.20) 

De forma idêntica a expressao (3.13), as derivadas de Yk re

lativamente a y! são calculadas pela expressão: 
I 

(i,k=1,2) 

(j = 1,2,3,4) 

As expressoes homólogas a (3.14), para 

pertencer ao elemento l' , serao: e 

=1 
NT NG1 NG2 

H i 1 j k '* N. d-r I I I 
Plk = 

J n =1 a=l b = 1 e t 

=1 
NT NGl NG2 

Gil j k '* N . d-r I I I u lk = 
J n = 1 a=l b = 1 e t 

em que NT e o numero de triângulos em que 

e dividido. 

o caso de 

'* N. G P 1 k J 

'* N. G u lk J 

o elemento 

3.3.2 - Integração das equaçoes integrais para pontos 

(3.21) 

o ponto x. 
I 

IJ I H Hb a 

(3.22) 

IJ I H HbJ a 

quadrangular 

interiores 

Os integrais da equação (2.73), para cálculo dos deslocamentos 

em pontos interiores, são idênticos aos da equação integral na fron 

teira, pelo que a sequência utilizada para os calcular ê idêntica à 

exposta na secção anterior. Neste caso, como o ponto singular x. 
I 

de apl icação da carga unitária não pertence à fronteira 1', nunca se 

uti 1 iza o esquema de divisão dos elementos de frontei ra quadrangul~ 

res em subelementos triangulares. As expressões que se uti lizam pa 

ra cálculo dos integrais são portanto, idênticas às expressões (3.14). 

O s i n t e g r a i s d a e q u a ç ã o (2. 75), p a r a cá 1 c u 1 o das t e n s õ e s em p o !J 

tos interiores, são ainda idênticos aos da equação integral na fron 

teira, com a única diferença de nos integrandos não aparecerem as 
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soluç~es fundamentais, mas sim os tensores Dk" e Sk" I J I J definidos 

pelas express~es (2.70) e (2.71). Assim, há que calcular os seus va 

lores nos pontos de integraçio numirica, e proceder ~ integraçio,de 

forma idêntica ã utilizada para o cálculo dos deslocamentos em PO!} 

tos interiores. 

3.3.3 - Determinaçio da ordem de integraçio numirica 

Ati aqui 'ainda nao se referiu qual a ordem das fórmulas de in 

tegraçio de Gauss a utilizar, ou seja, qual o nGmero de pontos de 

integraçio numirica que deverio ser util izados em cada elemento, p! 

ra cada direcçio y. e cada ponto singular x .. t evidente que, 
I I 

se se usarem em todas as integraç~es fórmulas da mesma ordem, have 

ra um desperdTcio de tempo de processamento, visto que, para eleme!} 

tos de grandes dimens~es, i necessário usar fórmulas de ordem eleva 

da que, aplicadas a elementos pequenos e c~m pequena variaçio do ln 

tegrando, nio melhoram substancialmente a precisio obtida com uma 

ordem de integraçio bastante menor. No caso tridimensional, este a 

criscimo de cálculo desnecessário i proporcional ao quadrado da or 

dem de integração. Como, especialmente em problemas tridimensionais, 

o tempo de processamento para construçio do sistema de equaç~es e 

bastante superior ao da sua resolução, i conveniente incorporar um 

algorTtmo que escolha automaticamente a ordem da fórmula de integr! 

çao numirica a utilizar em cada caso, de forma a obter-se uma preci 

sao uniforme, em todas as integraç~es. 

A deduçio das fórmulas que vão permiti r a elaboraçio deste aI 

gorTtmo foi apresentada por Lachat (1975), apresentando-se aqui os 

seus tópicos principais. 

A escolha da ordem de integração a uti I izar baseia-se na fór 

mula do 1 imi te superior do erro da integraçio dada por Stroud e Se 

c r e s t (L ac h a t, 1 975). E s te I i m i t e i f u n ç ã o das d e r i v a das de o r d em 

2n do integrando, sendo n a ordem da fórmula de integraçã~: 

+1 n 

! f(y)dy - L H k f (Yk) < C M 

k=l 

(3.23) 

em que: 

(3.24) 
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A função C é dada de uma forma aproximada por: 

C - 4 
2 2n I 

n • 

Estas expressoes podem ser general izadas para o caso bidimen

sional: 

2 

HkHI f(y 1 ,y2)<;:2 I 
r=1 

C M r r (3.26) 

em que: 

(3.27) 

C 
r 

4 (3.28) 

Seria impraticável calcular o limite do erro das funções com 

pletas (produto das soluções fundamentais pelas funções de interpo

lação), havendo portanto necessidade de fazer algumas simpl ifica 

ções. Assim, considera-se representativa do integrando a função 1/r2 , 

pois esta é a sua parcela que varia mais rapidamente. Outra simpl i

ficação, que é necessário fazer, é considerar o Jacobiano da trans

formação das coordenadas locais para globais ÔS/ÔY r (em que s é 

o comprimento do arc~, constante em todo o elemento, e igual ao seu 

valor na origem dos eixos locais. 

rios: 

Lachat, além destas simpl ificações, adopta ainda dois crité-

1) O I imi te superior do erro é proporcional ao prodlito de 1/R 2 

pela área do elemento (em que R é a mínima distância do pon 

to singular x. ao elemento). 
I 

2) Tanto quanto possível C1 M1 = C2 M2' isto é, a integração 

é igualmente precisa em ambas as direcções. 

Com base nas simpl ificações referidas e nestes dois critérios, 

chegou-se a uma expressão simpl ificada, a partir da qual se pode de 

terminar a ordem de integração a utilizar em cada caso e para a di 

recçao r. 
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(2n + 1) 
r 

em que 

a. = r 
(3.30) 

K é uma constante que deverá ser escolhida com base na experiência 

e que traduz a precisão que se pretende obter na integração. 

Com base nesta expressão, Watson (1979) fez uma série de sim 

plificações, obtendo uma fórmula de mais fácil aplicação.Considera 

que o elemento é um rectângulo de lados L1 e L2 (cujo cálculo será 

explicitado adiante), de Jacobiano constante, e que o ponto singu

lar x. está a uma distância R de um dos lados (Fig. 3.6). 
I 

I-
L, 

-! 

L T 
L2 

x· Y, 
I R x 

j 

Fig. 3.6 - Definições geométricas para o cálculo simplificado da or 
dem de integração numérica 

A fórmula que se obtém e: 

L 2n 
(2n r + 1) (Ú) r~K L 1 L 2 

em que K tem o mesmo significado que na expressao (3.29). 

Esta e a expressao utilizada no modelo de cálculo desenvolvido, para de 

terminação das ordens de integração numérica a utilizar, apenas com 

uma pequena alteração. Em vez de se uti 1 izar o produto L1 L2' que 

representa as dimensões da região de integração, util izou-se a sua 
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area A, obtendo-se' a expressao final: 

(2n +1) 
r 
A 

(3.32) 

Para cálculo dos deslocamentos e tensões em pontos interiores, 
, 

Lachat deduz também a expressao a utilizar: 

2n 
1(2 1)(2n + 2) a r~K "2 n r + r r ~ (r=1,2) 

em que todos os símbolos têm o mesmo significado que na expressao 

(3.29). Introduzindo as modificações feitas por Watson e substituin 

do L1L2 pela área A, obtém-se a expressão final: 

(2n + 1) (2n + 2) 
r r 

2A 

Na apl icação da expressao (3.32) considerou-se como I imite mí

nimo de R o valor do lado L : 
r 

Esta limitação do valor mínimo de R evita que o termo L /4R da expressao 
r 

(3.32) tome valores maiores que 0,25, que conduziriam a valores de 

n extremamente elevados. No caso de o ponto singular pertencer ao 
r 

elemento sobre o qual se está a proceder à integração, arbitrou-se 

para o valor do raio R = Lr pois, uma vez que os elementos quadran

gulares são, neste caso, divididos em subelementos triangulares, a 

precisão obtida tomando este valor de R é suficiente. 

No caso da apl icação da expressão (3.34) para pontos interio -

res considerou-se como I imite mínimo para o valor do raio: 

Foi adoptado este valor e nao o mesmo de (3.35), pois o cálculo de 

tensões em pontos interiores próximos da fronteira é geralmenteafe~ 

tado de um erro considerável, obrigando-se deste modo a uma integr~ 

çao mais precisa. 

Para apl icação das formulas (3.32) e 0.34), calculam-se em pr..!.. 

meiro lugar as áreas A e os comprimentos dos lados L de todos os 
r 

elementos. Os valores de Lr calculados são o comprimento entre os 
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Fig. 3.7 - Definição dos la 
dos Lr. para cál7 
cu10 ao seu com-
pr imento. 

dois lados extremos do elemento, medidos 

sobre os eixos locais (Fig. 3.7). 

A área é calculada pela expressão: 

j +1 (+1 

A = ) G dYl dY2 

- 1 - 1 

(2.37) 

em que G é dado por (3.11). O integral 

desta expressão é calculado, numericame~ 

te, com dois pontos de integração em ca

d a d i r e c ç ã o. P a r a n = 2, i n te g r a m - 5 e exa~ 

tamente pol inómios de grau 3, o que é su 

ficiente. 

Para determinação de L1 e L2 calcu

lam-se primeiro as coordenadas de um ponto auxiliar O localizado 

na o r i g em dos i s tem a d e e i x os 1 o c a i s ( Fig. 3. 8). E s se p o n to f o r m a r á, 

., .......... ' 
3 Y 2 

x, 

Fig. 3.8 - Definição do ponto central de um 
elemento quadrangular. 

com os dois pontos extr~ 

mos, uma I inha no espaço 

tridimensional cujo com

primento é dado por: 

L = r 
f +1 

-1 

em que: 

G = r 

G dy 
r r 

(3 .38) 

C3 .39) 

O integral da expressão (3.38) é calculado, numericamente, com 

dois pontos de integração, utilizando-se para este tipo de elemen

to de I inha, para cálculo das derivadas da expressão 0.39), funções 

interpoladoras definidas por: 

46 

e x. = N. x .. 
I J I J 

(i = 1,2,3) 
(j = 1,2,3) 0.40) 
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N 1 
1 y{y 1 ) = T -

N2 
1 

Y ( 1 y) (3.41) = + 2 

N3 = ( 1 - y) ( 1 + y) 

e coordenadas globais dos pontos 1 I 2 3 da em que os x .. sao as e 
I J 

, 
fig . 3 .8. 

Uma vez determinados os valores de A, L1 e L2' só falta conhe

cer o valor de R para se apl icarem as fórmulas (3.32) e 0.34). Pa

ra cada ponto singular x. e cada elemento ~ , R deveria ser a míni-
I e 

ma distância x. e ~ . Como seria muito moroso determinar exactamen-
I e 

te o seu valor, considerou-se que, com uma aproximação razoável, R 

seria a mínima distância de x. aos pontos nodais do elemento. 
I 

Neste momento, está-se em condições de resolver as equaçoes 

(3.32) e 0.34). Como se trata de uma equação não I inear, seria ne

cessário recorrer a um método iterativo para obter os valores exac

tos de n r . No entanto, o valor de n r que nos interessa, é o inteiro 

imediatamente superior a solução exacta. Por outro lado, considerou 

-se que n r varia entre um mínimo de 2 pontos e um máximo de 12 pon

tos. Assim sendo, o número de pontos de integração a utilizar é de

terminado, calculando valores de K para n de 2 a 12, sendo escolhi 
r 

do o menor valor de n que conduza a um valor de K inferior ao im
r 

posto. 

3.4 - Sistema computacional desenvolvido 

3.4.1 - Características gerais 

a sistema computacional que traduz o modelo descrito nas sec

çoes anteriores foi escrito em 1 inguagem FORTRAN para uti I ização nos 

computadores DEC10 e VAX11 do LNEC. a sistema de cálculo consta de 

tris subprogramas distintos, executáveis sequencialmente, designados 

por BE3DA, BE3DB e BE3DC. Cada um destes subprogramas é constituído 

por várias subrotinas, num total de 45, tendo sido,na sua maioria, 

criadas especificamente para este programa. As restantes subrotinas 

resultaram da adaptação ou da utilização de subrotinas já existen

tes no LNEC (Sousa e Teles, 1980l, (Vaz, 1979) e (acampo, 1982). 

Apresenta-se, nas secções seguintes, uma descrição de cada um 

dos subprogramas referidos e,num Anexo, uma descrição das funções das 

várias subrotinas util izadas, bem como a indicação da estrutura das 
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ficheiros de dados e de desenho. 

3.4.2 - Aná1 ise dos dados definidores da estrutura (BE3DA) 

o objectivo do subprograma BE3DA. cujo organigrama se aprese~ 

ta na Fig. 3.9, é fundamentalmente o da verificação dos dados que de 

.~ 

- Leitura de dados gerais e de gestão 

1 
Leitura e escrita de: (Subrot j na DADOSB} 
- Características geométricas 
- Condições de fronteira 
- Características mecânicas 
- Estado de tensao i n i c i a I 

1 
- Desenho de projecções da malha segundo 

os três planos coordenados 

J 
- Lei. tura das características da perspe~ 

tiva a desenhar 

J 
- Desenho dq perspectiva da rnalha 

Á 
Fig. 3.9 - Organigra/Tlq do subprograma BE30A 

finem a estrutura. contidos no ficheiro BE3D.DAO. Esta verificação 

consta, por um lado, da sua impressão formatada e, por outro lado, 

da anál ise gráfica da estrutura. A escrita dos dados é feita num fi 

cheiro denominado BE3DA.RES e dele constam os dados gerais, as coo~ 

denadas dos pontos nodais, as coordenadas dos pontos interiores pa

ra cálculo de tensões e deslocamentos, a definição dos elementos, as 

condições de fronteira, o estado de tensão inicial suposto constan

te na estrutura e as características elásticas. A anál ise gráfica 

da estrutura consta do desenho de três projecções da malha, uma so

bre cada um dos três planos coordenados, e de urna perspectiva de pa~ 
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LNEC 

- Leitura de dados gerais e de gestão 

INTIPO - Modo de cálculo da ordem de 
integração numérica: 

(SI) - constante 
(1) - variável 

NÃO 
NB - Nümero de pontos nodais de fronteira 

Le i tura de dados com a 
subrotina OADOSB 

SIM 

Cálculo das áreas e do comprimento dos 
lados dos elementos 
Cálculo da ordem de integração numérica 
para pontos pertencentes ao elemento, 

SIM 

SIM 
INT I PO = II 

- Cálculo da ordem de integração 
numérica em cada direcção 

- Formação dos termos das 
matrizes H e G 

Formação dos termos diagonais 
da matriz H 

Formação do sistema de equações 
AX = F 

- Resolução do sistema de equações 

Reordenação dos valores de fronteira' 

Saída de deslocamentos e pressões nos po~ 
tos nodais de fronteira 

Divisão dos elemen
tos quadrangulares 
em triãngulos para 
integração numérlca 

Fig. 3.10 Organigrama do subprograma BE3DB. 
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I I I 
I 
I 
I 
I I , 

I I 
I l 
I L I 
I 
I 

y 
I - Leitura de dados gerais e de gestão -I 

• I - Leitura de dados com a subrotlna OADOSB I 
I 

I - Leitura do número de secções de desenho I 
I 

/ I,NSD 
\ 

1 
Lei tura de: 
- Coordenadas dos pontos do contorno da secção 
- Definição dos lados do contorno - Coordenadas dos pontos da secção para cálculo de 

tensões e deslocamentos 
- Dados geométricos da secção a desenhar e defini-

ção de escalas , 
/ l,NPD 
\ 

I 

\ 
l,NE 

SIM 

~ . 
NAO 

- Cálculo da ordem de integração numérica em cada 
direcção para cálculo de deslocamentos , 

- Cálculo dos deslocamentos no ponto interior 

- Desenho do des locamento no ponto interior 

I - Desenho do contorno da secção I , 
l,NPO , 
l,NE 

SIM 

~ NAO 

- Cálculo da ordem de Integração numérica em cada 
direcção para cálculo de tensões 

I 
- Cálculo das tensões no ponto interior 

I 
Cálculo das tensões e direcções 

INTIPO - Modo de cálculo da ordem 
de Integração numérica 

(jl) - cons tante 
(1) - variável 

NSO Número de secções de de~ 
senho 

NPO Número de pontos interiores 
da secção, para cálculo de 
deslocamentos e tensões 

NE Número de elementos de fron 
tel ra 

I - I principais no ponto interior 

1 ~"'Oho_d" "0'0., "'0"'.", segundo o plano 
da secçao de desenho, no ponto Interior 

+ 

I - Desenho do contorno da secção 1 
~ 

Fig. 3. 1 1 Organigrama do subprograma BE3DC. 
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te ou da total idade da malha, de acordo com as características da

das, tal como se indica em Anexo. 

3.4.3 - cálculo dos deslocamentos e pressoes nos pontos de frontei

ra (BE3DB) 

o objectivo do subprograma BE3DB, cujo organigrama se apresen

ta na Fig. 3.10, consiste no cálculo dos deslocamentos e das pres

s5es nos pontos da fronteira util izando o ficheiro de dados anteri

ormente testado em BE3DA, sendo os resultados escritos num ficheiro 

denominado BE3DB.RES. Este ficheiro de resultados é constituído pe

la I istagem dos dados empregados nos cálculos e pelos valores calc~ 

lados dos deslocamentos e das press5es nos pontos nodais da frontei 

ra. 

o subprograma começa por calcular a área e os comprimentos se

gundo os eixos locais de todos os elementos para o cálculo, em fase 

posterior, da ordem de integração numérica a util izar em cada caso, 

determinand~ seguidament~ no caso de se tratar de um meio infinito, 

o valor do integral azimutal. Calcula, em seguida, os valores da ma 

triz G e os valores não diagonais da matri.z H,para todos os pontos 

nodais,utilizando ordens de integração numérica calculadas caso a 

caso, procedendo posteriormente ao cálculo indirecto dos termos dia 

gonais da matriz H. Procede-se, então, a partir das matrizes H e G 

e dos valores das condiç5es de fronteira impostas, ã formação do si~ 

tema de equaçoes, o qual é resolvido pelo algoritmo de Gauss por uma 

técnica de partição por blocos (Nakaguma, 1979). Estes blocos têm um 

numero de colunas igual ã dimensão das matrizes H e G e um numero de 

I inhas que constituem um dos dados ao programa. Os blocos são con -

densados um a um desde o primeiro até ao ~ltimo, conjuntamente com 

o vector dos termos independent~s, procedendo-se a seguir ã retro -

substituição. A partir dos valores resultantes da resolução do sis

tema de equaç5es, é executada uma reordenação de todos os valores 

de fronteira, procedendo-se seguidamente ã impressão dos deslocamen 

tos e das press5es em todos os pontos nodais. 

No caso de se declarar, no ficheiro de dados, que se pretende uti 

1 izar sempre a mesma ordem de integração numérica, o subprograma pro 

cede, no início, ao cálculo da tabela das abcissas e dos pesos dos 

diversos pontos de integração, nao executando o cálculo das áreas e 

dos comprimentos dos elementos. 
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3.4.4 - Cálculo de deslocamentos e tensões em pontos interiores e 

análise de resultados 

o objectivo do subprograma BE3DC, cujo organigrama se apresen

ta na Fig. 11, consiste no cálculo dos deslocamentos e das tensões 

nos pontos interiores definidos no ficheiro BE3D.DES, e na anál ise 

gráfica dos valores obtidos mediante desenhos de deslocamentos e de 

tensões principais segundo planos definidos no mesmo ficheiro. 

Os resultados deste subprograma sio escritos num ficheiro deno 

minado BE30C.RES e incluem, alimda 1 istagem dos dados, a indicaçio, 

para ca.da um dos pontos interiores de cada secçio em anál ise, dos 

seguintes valores: iI deslocamentos segundo os eixos coordenados; ii) 

tensões segundo os eixos coordenados; iii) tensões principais ecos 

senos directores das suas direcções; ivl tensões principais segundo 

o plano de desenho e tangente trigonomitrica do ângulo que a maior 

das tensões principais faz com um dos eixos coordenados. 
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4 - TESTES AO MODELO DE CALCULO DESENVOLVIDO 

4.1 - Introdução 

No capítulo 3 foi apresentado um modelo de cálculo tridimensi~ 

nal baseado no método dos elementos de fronteira, especialmente de

senvolvido para anál ise do comportamento estrutural de obras subter 

râneas. Com base neste modelo, desenvolveram-se programas de cálcu

I o a u tom á t i c o. C o m a f i n a I i da d e de te s t a r os p r o g r a mas, f o r a m os me ~ 

mos aplicados a algumas situações para as quais se dispunham de so

luções analíticas ou numéricas. 

Indicam-se, nas secções seguintes, alguns testes efectuados re 

lativos a: i} cavidade esférica submetida a um estado de tensão ini 

cial hidrostático; i i} frente de um túnel circular submetido a um 

estado de tensão inicial hidrostático. 

4.2 - Cavidade esférica 

4.2.1 - Cálculos efectuados 

Apresentam-se exemplos de apl icação a uma cavidade esférica de 

raio unitário, inserida num meio elástico homogéneo e is6tropo, su~ 

metido a um estado de tensão inicial hidrostático de lMPa. O m6dulo 

de elasticidade adoptado foi de E = lGPa e o coeficiente de Poisson 

de v= (1,20. 

Foram util izadas duas malhas de cálculo diferentes. A primeira 

malha, de que se apresenta na Fig. 4.1 uma perspectiva e na Fig.4.2 

uma projecção segundo um dos planos coordenados, é constituída por 

8 elementos com 26 pontos nodais. A outra malha util izada é formada 

por um total de 24 elementos, com 74 pontos nodais, sendo a perspe~ 

tiva e a projecção segundo um dos planos coordenados apresentados 

nas figuras 4.3 e 4.4, respectivamente. 

Para a malha de 8 elementos, o cálculo foi efectuado com o es

quema de integração exposto na secção 3.3.3, para um valor de 

K = lO-la (cálculo 11. Para a malha de 24 elementos executaram-se 3 

cálculos. No primeiro (cálculo 2) utilizou-se uma ordem de integra

ção constante em todas as integrações com n = 7. Nos outros dois ~l 

culos util izou-se o esquema de Integração exposto em 3.3.3 para va

lores de K = 10- 8 e K = 10-10 (cálculos 3 e 4). 

Indicam-se no Quadro 4.1 os valo~es extremos das ordens de in-

tegração que o modelo utilizou nos diversos cálculos. Verifica-se 
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2 

I I I 
0,0 0,2 O,4m 

Fig. 4.1 - Cavidade esférica. Discretização em 8 elementos. Pers 
pectiva da malha de cálculo. 

I I 
0,0 0,2 

Fig. 4.2 - Cavidade esférica:; Dlscretização em 8 elementos. Proje~ 
ção da malha de calculo segundo um dos planos coordenados. 
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TJ 

0,0 

Fig. 4.3 - Cavidade esférica. Discretização em 24 elementos. Perspe~ 
tiva da malha de cálculo. 

1 J 
0,0 0,2 

Fig. 4.4 - Cavidade esférica. Discretizélção em 24 elementos. ProjecçãO 
da malha de cálculo segundo um dos planos coordenados. 
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que a sua variação é importante, principalmente no módulo C do mod~ 

10 (módulo de cálculo para pontos interiores). A menor variação das 

ordens de integração no módulo B (módulo de cálculo dos valores de 

fronteira) deve-se i geometria da estrutura pois, numa esfera, nao 

há grandes diferenças nas distâncias dos pontos nodais aos diversos 

elementos. 

56 

QUADRO 4.1 - Variação das ordens de integração 

util izadas nos diferentes cálculos 

CALCULO Módulo B Módulo C 

N? 
min max min max 

1 7 8 4 1 2 

2 7 7 7 7 

3 4 7 3 1 O 

4 5 8 4 1 2 

fig. 4.5 - Cavidade esférica. Perspectiva da malha de elementos f~njtos. 
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Os resultados destes cálculos irão ser comparados, na secçao 

seguinte, com os obtidos por Ocampo (1982) utilizando um modelo tri 

dimensional por elementos finitos. Devido às condições de simetria 

apenas foi discretizado um oitavo de espaço formando um cubo com 8 m 

de aresta com uma cavidade de raio 1,0 m. A malha de cálculo, cuja 

perspectiva se apresenta na Fig.4.5, é formada por 148 elementos fi 

nitos e 231 pontos nodais. 

4.2.2 - Análise de resultados 

4.2.2.1 - Tensões 

A solução exacta da teoria da elasticidade para uma cavidade 

esférica submetida a um estado de tensão inicial hidrostático é da

da por Obert e Duval (196]): 

(4.1) 

(4.2) 

sendo Pi a pressao hidrostática, a o raio da esfera e r a distân 

cia radial do ponto onde se pretende calcular o estado de tensão 

(Fig. 4.61. 

No Quadro 4.2 apresentam-se os valores das tensões radiais e 

tangenciais obtidas nos diversos cálculos, tornadas adimensionais 

pela divisão por po, bem como os valores analrticos. tnclui-se tam-
I 

bé m o tempo de cálculo total do módulo B e o tempo médio de cálculo 

para cada Um dos pontos interiores do módulo C do programa de cálcu 

lo automático. 

Da observaç~o dos valores deste quadro verifica-se que o cálcu 

10 2 (24 elementos, n = 71 é o menos preciso no ponto mais próximo 

da cavidade, apesar de ser o que, no conjunto dos módulos B e C exi 

ge maior tempo de processamento. No entanto, para pontos mais afa~

tados da cavidade, os valores deste cálculo são bastante precisos. 

lsto deve-se ao facto de a ordem de integração numérica ser idinti

ca em todas as integrações e independente da variação do integrand~ 

Relativamen~e aos cálculos 3 (24 elem., K = 10-81 e 4 (24 elem., 

K lO -la} 'fO' I b'd - ° , = , ver I I ca-se que os va ores o t I os sao prat Icamente 

iguais i excepção do ponto mais próximo da cavidade, onde o valor 

do cálculo 4 e um pouco mais preciso que o obtido no cálculo 3. As-
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Xz 

Fig. 4.6 - Cavidade esférica. Convenções adoptadas. 

sim sendo, pensa-se que nao se justifica o aumento de tempo de pro

cessamento exigido pelo cálculo 4, na medida em que a melhoria de 

precisão é pouco sensível. 

O "cálculo 1 (8 elementos, K = 10-10), como seria de esperar, é 

o menos preciso de todos os cálculos efectuados, na medida em que a 

discretização utilizada é muito fraca. Tem. no entanto, a vantagem 

de conduzir a um tempo de processamento mais reduzido. A conclusão 

importante que se pode tirar deste cálculo é que, mesmo com uma di~ 

cretização tão fraca, se conseguem obter valores bastante aceitáveis. 

Dos resultados obtidos com os cálculos efectuados para a esfe

ra submetida a uma pressão hidrostática, pensa-se Que o mais razoá

vel, tendo em atenção a precisão obtida e o tempo de cálculo, é o 

cálculo 3. Na Fig. 4.7 apresentam-se os resultados obtidos neste 

cálculo, que se comparam com os valores exactos da teoria da elasti 
cidade. Apresentam-se também na figura os valores obt idos por Ocampo 
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CALCULO 1 

8 elementos 
K=10-10 

CALCULO 2 

24 elementos 

n = 7 

CALCULO 3 

24 elementos 

K = 10- 8 

CALCULO 4 

24 elementos 
K=10-10 

Valores 

Anal íticos 

QUADRO 4.2 - Cavidade esférica. Tensões tangenciais e radiais (MPa) 

ria Tempo de C.P.U. 

1 , O 1 , 1 1 ,2 1 ,5 2, O 3, O 5, O 
Módulo B Módulo C 

(tempo total) ( tempo por 
ponto) 

O"a/p. 
I - 1 , 331 1 ,253 1 , 128 1 , 054 1 , O 1 6 1 , O O 3 

8 m 20 s 61 s 
CJr I p . O 0,257 0,444 0,727 0,888 0,968 0,993 

I 

-
CTa/p. - 1 ,422 1 ,28 O 1 , 1 45 1 , 061 1 , 01 8 1 , O O 4 

I 

39 m 51 s 128 s 
CJr I p . O 0,134 0,434 0,710 0,878 0,964 0,992 
, I 

CTa/p. - 1 , 361 1 ,283 1 , 145 1 , 061 1 , 018 1 , 004 
I 

29 m 01 s 72 s 
CJr/ p . O 0,265 0,427 0,71 O 0,878 0,964 0,992 

I 

aa/p. - 1 ,368 1 ,283 1 , 145 1 ,061 1 , 01 8 1 , O O 4 I 
I 

40 m 38 s 108 s 
(Jr I p . O 0,24 T 0,427 O, 710 0,878 0,964 ,0,992 

I 
~-~~- ----_._--

CTa I p . 
I 

1 ,5 1 ,376 1 ,289 1 ,148 1 , 063 1 , 01 9 1 , O O 4 

CTr I p. O 0,249 0,421 0,704 0,875 0,963 0,992 I 
I 

._. __ ... ______________ . ___ J - ------- I 



-- Solução teórica 

o Solução por elementos tinitos 

O. x Solução por elementos de fronteira 

O,OL-------------.-------------.-------------.-------------r-
1,0 2,0 3.0 4,0 

Fig. 4.7 - Tensões tangenciais e radiais para um estado de 
tensão hidrostático; 

r/a 

(982) util izando um modelo tridimensional por elementos finitos. 

Da observação da figura, verifica-se uma concordância muito boa en

tre os valores anal íticos e os calculados pelo modelo de elementos 

de fronteira. 

4.2.2.2 - Deslocamentos 

Não se conhece a solução exacta da teoria da elasticidade pa-
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ra deslocamentos no interior de um maciço, sujeito a um estado de 

tensão inicial hidrostático, devidos ã abertura de uma cavidade es 

férica. O único valor de deslocamento que se conhece é na frontei

ra e e dado por: 

Ô = 1 +V 2E a Pi (4 • 3 ) 

No Quadro 4.3 apresentam-se os valores dos deslocamentos ra

diais obtidos nos diversos cálculos, bem como o valor analJtico na 

fronteira. 

QUADRO 4.3 - Cavidade esférica. Deslocamentos 

radiais (mm) 

CALCULO 1 

8 elementos 
K= 10-10 

CALCULO 2 

24 elementos 

n = 7 

CALCULO 3 

24 elementos 

K = 10- 8 

CALCULO 4 

24 elementos 
K= 10-10 

Valores 

AnalJticos 

1 , ° 

0,549 

0,591 

° ,591 

0,591 

\0.600 

r/a 

1 , 1 1 , 2 1 , 5 2 , ° 3 , ° 

0,451 0,376 0,236 O , 1 31 0,058 

0,486 0,408 0,260 0,146 0,065 

0,486 0,408 0,260 0,146 0,065 

0,486 0,408 0,260 0,146 0,065 

5, ° 

° , ° 21 

0,023 

0,023 

0,023 

Verifica-se que os valores obtidos pelos cálculos 2, 3 e 4 sao 

iguais até ã milésima. O valor obtido sobre a fronteira é multo pro 

ximo do teórico, sendo o erro relativo de apenas 1,5 %. Com o cál

culo 1 obtiveram-se valores piores, o que se deve ã fraca discreti 

zaçao utilizada. 
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Na Fig. 4.8 apresentam-se os valores obtidos no cálculo 3, ju~ 

tamente com os resultados obtidos por Ocampo (1982) com um modelo 

tridimensional por elementos finitos. Indica-se ainda o valor te6 

rico na fronteir.a da cavidade. 

Ôr 

0,6 

Solucão por elementos de fronteira 
0,4 

o Solução por elementos finitos 

ó. Solução analítica 

a;3 

a,2 

0,1 

o 
O:O~-------------.,--------------,--------------~--------------~--

1,0 2,0 3,0 4,0 ria 

Fig. 4.8 - Deslocamentos para um estado de tensão hidrostático. 

Verifica-se que os deslocamentos obtidos pelo modelo de elemen 

tos finitos são menores que os obtidos por elementos de fronteira. 

Uma das razões que pode explicar este facto ê que, no modelo de ele 

mentos finitos, se impõe a condição de deslocamentos nulos a uma 

coe r ta d i s t â n c i a d a c a v i d a de. Tal i m p o s i ç ã o não ê n e c e s s á r i a u til i -

zando o modelo de elementos de fronteira pelo que os seus valores 

s.rao mais correctos. 
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4.3 - Túnel circular 

4.3.1 - Discretização utilizada 

Apresenta-se nesta secção um exemplo de apl icação do modelo de 

cálculo à zona da frente de um túnel circular de raio unitário, in

serido num meio elástico homogéneo e isótropo, submetido a um esta

do de tensão inicial hidrostático de 1MPa. O módulo de elasticidade 

e o coeficiente de Poisson adoptados são, respectivamente, E= 1GPa 

e \)= 0,25. 

A malha de cálculo utilizada, de que se apresenta na Fig. 4.9 

uma perspectiva e na Fig. 4.10 as suas projecções segundo os planos 

coordenados, é constituTda por 69 elementos com 233 pontos nodais. 

Calcularam-se as tensões e os deslocamentos em 37 pontos interiores 

pertencentes ao plano definido pelos eixos Xl e X3 (figs. 4.9 e 4.10). 

O esquema de integração numérica util izado foi o exposto na 
-6 secção 3.3.3 com um valor de K = 10 • Os valores extremos das or-

dens de integração que o modelo util izou foram, no módulo B, um mT-

nimo de 2 e um máximo de 7. No módulo C, estes valores foram, 

pectivamente, de 2 e 12. 

res-

O problema da frente de um túnel circular foi já estudado por 

diversos autores util izando modelos de elementos de fronteira. Num 

trabalho de Hocking (1976), estuda-se o problema da concentração de 

tensões na zona da frente, para vári.os estados de tensão, uti 1 izan

do elementos de frontei ra quadrangulares e triangulares paraból icos. 

Niwa e Kobayashi (1979) estudaram o mesmo problema usando um modelo 

com elementos de fronteira quadrangulares constantes. 

No que respeita a modelos por elementos finitos, é de referir 

o trabalho de Cunha (1981} que, util izando um modelo de cálculo re

lativo a equil fbrios axissimétrtcos, estudou o problema do avanço 

de túneis circulares para várias situações de heterogeneidades, com 

portamentos não 1 ineares, anisotropias e estados de tensão iniciais. 

A malha utilizada está representada na Fig. 4.11 e é composta por 

1492 elementos finitos com 1441 pontos nodais. 

4.3.2 - Anál ise de resultados 

4. 3 . 2 . 1 - Tensões 

Apresenta-se na Fig. 4.12 as convençoes adoptadas para definl

çao das tensões em torno de um túnel ci.rcular de raio R. Na Fig.4.13 
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Fig. 4.11 - Túnel circular. Malha de elementos finitos. 

e s tão r e p r e s e n ta 9 a s a s t e n s õ e s p r i n c i p a is, nos p o n tos i n t e r i o r e s, s e 

gundo o plano definido pelos eixos Xl e X3 . Os grificos apresenta -

dos na Fig. 4.14 reproduzem a 

evolução das tensões em secções 

Fig. 4.12 - Túnel circular. Convenções 
adoptadas. 

transversais à distância d/R da 

frente, na zona escavada. Os v~ 

lores das tensões foram torna -

dos adimensionais pela divisão 

pelo estado de tensão inicial 

Pj' No gráfico da Fig. 4.15 

comparam-se os valores obtidos 

pelo modelo de elementos de 

f r o n t e i r a c o mos o b t i dos po r C u 

nha (lg81), pelo modelo de ele-

mentos finitos atrás referido, 

para uma secção transversal a 

uma distância d/R = 0,5 da fren 

te. Pode-se verificar a boa concordância entre os valores calcula -

dos pelos dois métodos. 
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Elementos tinitos 

1,5 
+- ae} x- a; 
• _ O"~ Elementos 

.. -1rl 

de fronteira 

(d/R ::0.5) 

1.0 t---=~=-==::Jt::========i:=========1=---1 

í 

3 5 7 9 r/R 

Fig. 4.15 - Tensões em secç~o transversal de túnel ctrcular; 
Comparaç~o de valores 
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4.3.2.2 - Deslocamentos 

Na Fig. 4.16 estão representados os deslocamentos em pontos do 

plano definido pelos eixos Xl e X3 . Apresentam-se na Fig. 4.17 os 

0,50 

0,25 

SECCÃO I d/R 

5,5 

II 3,0 

o I---.--.---.--'---r--.--'--~ . - 0,1 '----,-__ --,-__ ,--, __ --, __ -,--_,--.....J 
r/R 1 3 5 7 r/R 1 357 

Fig. 4.17 - Deslocamentos radiais e longitudinais em secções trans
versais de tunel circular. 

1,00 -,--------------------, 

ELENENTOS FINITOS 

0,75 + -6 } 6r :lEMENTOS DE FRONTEIRA 
X - I 

0,50 
(d/R =0,5) 

0,'25 

7 9 rIR 

Fig. 4.18 - Deslocamentos radiais e longitudinais em secção tran~ 
versal de tunel circular; comparação de valores 
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deslocamentos segundo as direcções radial (Ô r ) e longitudinal (51) 

para as várias secções transversais. Estes deslocamentos foram tor

nados adimensionais através da divisão pelo valor do deslocamento 

radial final na parede do túnel fora da influência da frente CÔ rf )· 

Este valor é o correspondente ao de uma abertura circular em equill 

brio plano, e e dado por: 

(4.4) 

Na Fig. 4.18 apresenta-se, ainda, a comparaçao dos valores ob

tidos pelo modelo de elementos de fronteira com os obtidos pelo de 

elementos finitos para uma secção transversal à distância d/R = 0,5 

da frente. 

Na Fig. 4.19 comparam-se os valores dos deslocamentos radiais, 

tornados adimensionais com 5 rf , com os obtidos por Cunha (1981), v~ 

rificando-se uma boa concordância entre os valores obtidos pelos dois 

modelos. O deslocamento na frente corresponde a 22,8% do deslocamen 

Ôr 
Ôrt 

1,0t----.---____ _ 

0,75 

0,5 

0.25 

- Elementos finitos 

• Elementos de fronteira 

0+-----T-----~----~----4_----~~~~~--~----~ 

72 

8 6 4 2 o -2 -4 -6 

Fig. 4.19 - Deslocamentos radials em secção longltudlnal ao longo da 
parede de túnel circular. 

d IR 
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to radial final, valor este que é da mesma ordem de grandeza que os 

22% obtidos pelo modelo de elementos finitos. 

Os deslocamentos longitudinais ao longo da parede estao repre

sentados na Fig. 4.20, de forma adimensional, apresentando a curva 

um andamento idêntico à obtida por Cunha (1981). 

Finalmente, apresentam-se na Fig. 4.21 os deslocamentos radiais 

e longitudinais na frente do túnel . 

.fu 
f 6r 

0,3 

0,2 

0,1 

o 

-o 1 , 8 

J ~ 
/ 

6 4 2 o -2 -4 -6 d/R 

Fig. 4.20 - Deslocamentos longitudinais em secção longitudinal ao lon 
go da parede de túnel circular. 

r/R 

1,0 

0,6 

0,2 

----~------~-----JO 

6r/6r f 0,2 0,1 

riR 
1,0 

0,6 

0.2 

---~~---~---~----r---~O 

Ôt/6 r t 0,8 0,4 

Fig. 4.21 - Deslocamentos radiais e longitudinais na frente de túnel 
circular. 
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5 - CONSIDERAÇOES FINAIS 

o objectivo do presente trabalho foi elaborar um modelo de cál 

culo por elementos de fronteira para estudo de problemas de anál ise 

estrutural relativos a estruturas subterrâneas tridimensionais. Nes 

te tipo de estruturas, a uti 1 ização de modelos por elementos de fron

teira é, frequentemente, vantajosa relativamente a de modelos por 

elementos finitos pois, na maioria dos casos, só e necessário discre 

tizar a superffcie das cavidades, considerando o modelo automatica 

mente a situação de domfnio infinito. Assim, o trabalho de discre

tização e de preparaçao de dados é claramente reduzido, quando com

parado com o necessário nos modelos por elementos finitos. Por outro 

lado, a anãl ise de resultados também é simpl ificada, devido à menor 

quantidade de valores a anal isar. 

Desenvolveu-se um modelo de cálculo que util iza elementos de 

fronteira quadrangulares do tipo paraból ico e que permite estudar 

equil fbrios tridimensionais em meios contfnuos, homogéneos e isótr~ 

pos com comportamento elástico 1 inear. Efectuaram-se testes ao mode 

10 de cálculo para os casos de uma cavidade esférica e de um túnel 

circular. 

Este trabalho, juntamente com um outro desenvolvido no Núcleo 

de Obras Subterrâneas para estudo de equilfbrios planos (Frazfll io 

e Martins, 1984), constitui um primeiro passo para dotar o LNEC de 

modelos de cálculo por elementos de fronteira para o estudo de es

truturas subterrâneas. Pensa-se que, no que respeita ao modelo bidi 

mensional, os trabalhos deverão prosseguir no sentido de melhorar a 

sua eficiência e de o general izar para o estudo de meios anisotrópi 

cos, de comportamentos não lineares, com inclusão de heterogeneidades 

e de descontinuidades. Pensa-se que também será importante conside

rar as acç~es devidas a forças mássicas ou a varraç~es de temperat~ 

ra. 

No que respeita ao modelo tridimensional desenvolvido no pre -

sente trabalho, as perspectivas de desenvolvimento no futuro imedia 

to são as seguintes: 

il Implementação do esquema de divisão do domfnio em sub-regi

oes, possibilitando a consideração de heterogeneidades. Utilizando 

este procedimento, a matriz do sistema de equaç~es deixa de ser 

cheia, passando a ser estruturada em banda, podendo acarretar econo 

mia na resolução do sistema de equaç~es. 
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i i) Implementação de elementos triangulares do tipo paraból ico. 

Com estes elementos, a discretização das fronteiras é facil itada, no 

meadamente na transição de zonas mais refinadas para zonas onde o 

grau de refinamento é menor. 

i ii) Implementação de elementos infinitos do tipo quadrangular 

paraból ico. Estes elementos facil itam a discretização em problemas 

envolvendo meios que não englobam todo o espaço tridimensional. A 

sua util ização é particularmente importante no estudo de obras sub

terrineas a pequena profundidade, em que é necessirio dis6retizar a 

superfície livre do terreno. 

iv) Implementação do tratamento automitico de problemas que 

exibam simetria estrutural e de carregamento em relação aos planos 

coordenados, recorrendo ao método das imagens. Util izando este méto 

do, discretiza-se apenas um quar-to, metade, ou um oitavo da superfí 

cie da estrutura, conforme o tipo de simetria, executando-se automa 

ticamente a integração sobre os elementos simétricos (imagens). 

Prevê-se a util ização do modelo tridimensional por elementos 

de fronteira na interpretação de resultados obtidos por métodos ex

perimentais. Com efeito, pensa-se, a curto prazo, util izar este mo~ 

delo no estudo do estado de tensão em maciços rochosos, em torno de 

cavidades, a partir de valores fornecidos por ensaios de macacos 

planos de pequena irea (SFJ) e de defórmetros (STT). Outro campo em 

que se preve a util ização do modelo é o dos estudos de estruturas 

subterrineas que o LNEC venha a efectuar, podendo servir como compl~ 

mento do trabalho de observação, possibil itando uma comparação entre 

valores previstos teoricamente e valores observados. 

NOTA FINAL 

A elaboração do presente trabalho deve-se a inici-ativa e perm~ 

nente orientação do Eng~ Luís Ribeiro e Sousa, a quem desejo expre~ 

sar o meu reconhecimento. 
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1 - DESCRiÇÃO DAS SUBROTINAS 
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QUADRO 1 - Descrição das subrotinas do subprograma BE3DA 

SUBROTINA FUNÇÃO 

SE3DA Efectua a leitura de dados gerais e de gestão, gera espaço para o 
dimensionamento variável das principais matrizes das subrotinas e 
define os ficheiros util izados por este subprograma. 

PROGA Efectua a leitura dos dados de cálculo e dos dados referentes a 
perspectiva e às projecções a efectuar. Lista todos os dados e de-
senha a perspectiva e as projecções da estrutura. 

DADOSS Efectua a leitura dos dados de cálculo (coordenadas dos nos, coor 
denadas dos pontos interiores, características topológicas dos ele 
mentos, condições de fronteira, estado de tensão inicial e caracte 
rísticas elásticas) e procede à sua listagem. 

MALHAS Desenha 3 projecções da ma lha de elementos de fronteira nos 3 pla-
nos XV, YZ e XZ. 

DELEM 8(~) Desenha a projecção num plano de um elemento de fronteira de 8 PO!} 
tos nodais. 

PERSP1 Desenha a perspectiva da malha ou de parte da malha de elementos 
fronteira. 

DELPER Desenha a perspectiva de um elemento de fronteira de 8 nos. 

MATYM(~) Define as coordenadas naturais dos nós de um elemento quadrangular 
de 8 nós. 

TRANCO(~~) Transforma coordenadas X. num sistema de eixos ortogonal em coorde 
nadas X! noutro sistema de eixos que pode não ser ortogonal. 

I 

FUFOR 8 (~) Calcula o valor da função da forma 
8 nós. 

N. num 
I 

ponto para o elemento de 

CICLO (;'H ) Dado i , calcula j e k por permutação ci rcu lar. 

(;'H) - Subrotina desenvolvida pará um programa de cálculo automático para di-
mensionamento de túneis (Sousa e Teles, 1980). 

(;'H;'H~) - Subrotina desenvolvida para um programa de cálculo automático para es
tudo de escoamentos tridimensionais (Vaz, 1979). 
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QUADRO 2 - Descrição das subrotinas do subprograma BE3DB 

SUBROTINA FUNÇAO 

BE3DB Efectua a leitura de dados gerais e de gestão, gera espaço para o di 
mensionamento variável das principais matrizes das subrotinas e defi 
ne os ficheiros utilizados por este subprograma. 

PROGB Efectua a leitura dos dados de cálculo; calcula a área e os compri -
mentos segundo os eixos locais de todos os elementos para posterior 
cálculo da ordem de integração numérica a utilizar; calcula os valo· 
res do integral azimutal; calcula os valores da matriz G e os valo-
res não diagonais da matriz H; ca leu la indirectamente os valores di~ 
gonais da matriz H; forma o sistema de equações; resolve o sistema 
de equações por blocos; reordena os valores de fronteira e escreve 
os valores dos deslocamentos e das pressões nos pontos noda i s da fro!] 
te ira; calcula e escreve os valores dos deslocamentos e das tensões' 
nos pontos interiores da estrutura. 

ALR Calcula a área e os comprimentos segundo os eixos locais de todos os 
elementos de fronteira. 

AZIMU Ca leu 1 a, no caso de o domínio da estrutura ser infinito, o valor do 
integral az i muta I . 

HG8 Calcula, para um ponto nodal x. e um dado elemento de fronteira, os 
valores correspondentes das matrizes H e G, com excepção dos valo-
res diagonais de H,para o caso de o ponto x. não pertencer ao ele -

I mento em causa. 

HG8S Calcula, para um ponto nodal x. e um dado elemento de fronteira, os 
valores correspondentes das matrizes H e G, com excepção dos valores 
diagonais de H, para o caso de o ponto x. pertencer ao elemento em 

I causa. . 

HH1 Calcula, indirectamente, para casa ponto nodal x i' os corresponden -
tes valores diagonais da matriz H. 

AXF Forma, para cada ponto nodal x., os valores correspondentes do siste 
ma de equações pelo algoritmo de Gauss, utilizando um método de con: 
densação da matriz por blocos, procedendo posteriormente à retrosub~ 
tituição. 

REORD Procede ã reordenação dos valores de fronteira impostos a partida e 
dos obtidos da resolução do sistema de equações. 

INTE Calcula, para cada ponto interior, os valores dos deslocamentos e 
das tensões. 

(Cont inua) 
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QUADRO 2 - Descrição das subrotinas do subprograma BE3DB 

(Cont i nuação) 

SUBROTINA FUNÇAO 

DOR Calcula, entre um ponto x. e um ponto de integração numérica perten
cente a um elemento de fr6nteira, o valor da sua distância (raio) 
das derivadas do raio em relação aos eixos coordenados globais o va
lor da sua derivada segundo a normal ao elemento no ponto de integra 
çao e os cossenos di rec tores da norma I . -

PP1 Calcula a solução fundamental em tens~es para um corpo isotr6pico 
tridimensional, para um ponto x. e um ponto de integração numérica 
pertencente a um elemento de fr6nteira. 

UU1 Calcula a solução fundamental em deslocamentos para um corpo isotr6-
pico tridimensional, para um ponto x. e um ponto de integração numé
rica pertencente a um elemento de fr6nteira. 

DS Calcula os valores dos tensores de terceira ordem D e S, para cálcu
lo de tensões em pontos interiores, para um dado ponto interior x. e 
um ponto de integração numérica pertencente a um elemento de frontei 
ra. 

GAUSSB 

NPIF 

NPIFS 

NP II 

TRANC8 

TRAN33 

FUFOR3 

Determina, para uma dada ordem de integração numérica, a tabela de 
valores contendo a abcissa e o peso dos vários pontos de integração, 
nas coordenadas naturais. 

Calcula, para um ponto x. pertencente ã fronteira e para um dado ele 
mento, a ordem de integráção numérica a utilizar em cada direcção, -
bem como a tabela das abcissas e dos pesos dos vários pontos de inte 
graçao, para o caso de o ponto x. não pertencer ao elemento em causa. 

I 

Calcula, para um ponto Xi pertencente ã fronteira e para um dado el~ 
menta, a ordem de Integração numérica a utilizar em cada direcção, 
bem como a tabela das abcissas e dos pesos dos vários pontos de in
tegração, para o caso de o ponto Xi pertencer ao elemento em causa. 

Calcula, para um ponto interior x. e para um dado elemento, a ordem 
de integração numérica a util izarlem cada direcção, bem como a tabe
la das abcissas e dos pesos dos vários pontos de integração. 

Calcula, num dado ponto pertencente a um elemento de 8 n6s, a matriz 
de transformação de coordenadas locais para globais e o m6dulo de G 
(produto vectorial fundamental). 

Calcula o m6dulo de Gr para os elementos lineares tridimensionais 
de 3 n6s, utilizados na subrotina ALR. 

Calcula o valor da função de forma Nj num ponto para o elemento lin~ 
ar de 3 nos. 

(Cont i nua) 
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QUADRO 2 - Descrição das subrotinas do subprograma BE3DB 

(Cont i nuação) 

SUBROTINA FUNÇAO 

EIGRS Subrotina da biblioteca do DEC10, utilizada para cálculo de direc-
ções principais. 

DADOSB 
MATYM Descritas no Quadro 1 
FUFOR8 
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QUADRO 3 - Descrição das subrotinas do subprograma BE3DC 

SUBROTINA FUNÇAO 

BE3DC Efectua a leitura de dados gerais e de gestão, gera espaço para o d 
mensionamento variável das principais matrizes da·s subrot i nas e def 
ne os ficheiros utilizados por este subprograma. 

PROGC Efectua a leitura dos dados de cálculo e do número de superffcies de 
desenho, das caracterfsticas do contorno, das coordenadas dos pontos 
interiores para cálculo de deslocamentos e tensões e das caracterfs-
ticas geométricas do plano de desenho. Chama as subrotinas para cál-
culo de deslocamentos e tensões. 

DESLB Define as coordenadas dos pontos interiores de cada superffcie de 
desenho e chama as subrotinas para cálculo e para desenho de desloc~ 
mentos bem como a subrotina de desenho do contorno. 

INTED Calcula, para cada ponto interior, o valor dos deslocamentos. 

DESDES (~~) Desenha, em cada ponto interior, os deslocamentos segundo a superff-
cie de desenho. 

TENS Define as coordenadas dos pontos interiores de cada superffcie de d~ 
senho, chama a subrotina de cálculo das tensões, calcula as componen 
tes das tensões na superffcie de desenho, chama a subrotina de cãlcü 
10 e desenho das tensões principais na superffcie de desenho, e cha= 
ma a subrotina de desenho do contorno. 

INTEP Calcula, para cada ponto interior, o valor das tensões. 

DESPR I (~) Desenha, em cada ponto interior, as tensões principais segundo a su-
perffcie de desenho (assinalando com uma seta as tracções). 

TPR I NC(:*) Calcula, em cada ponto interior, as tensões principais segundo a su-
perffcie de desenho, e a tangente trigonométrica do ângulo que a di-
recçao de uma das tensões principais faz com um dos eixos coordena -
dos. 

CONTOR(~~ Desenha o contorno da fronteira segundo a superffcie de corte. 

ROTAD(~) Aux i I i a a subrotina DESPRI no desenho das tensões principais 

DADOSB 
MATYM Descritas no Quadro 1 
FUFOR8 

(Cont i nua) 
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QUADRO 3 - Descrição das subrotinas do subprograma BE3DC 

(Cont i nuação) 

SUBROTINA FUN~AO 

GAUSSB 
TRANC8 
DOR 
UU1 Descritas no Quadro 2. 
PP1 
OS 
NPII 
EIGRS 

(~) - Subrotina desenvolvida para um programa de cálculo automático para di 
mensionamento de túneis (Sousa e Teles, 1980). 

(~) - Subrotina âesenvolvida para um programa de cálculo automático tridi
mensional para o dimensionamento de grandes estruturas subterrâneas 
(Ocampo, 1983). 

92 LNEC - Proc. 47/11/7315 



2 - ESTRUTURA DO FICHEIRO BE3D.DAD 
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2.1 - Dados gerais 

TTTULO - Cadeia de caracteres alfanuméricos ate um máximo de 

8 O • 

NB - Número de pontos nodais de fronteira 

NE - Número de elementos de fronteira 

NP - Número de pontos interiores para cálculo de deslocamen

tos e tensões. 

INTIPO - Modo de cálculo do numero de pontos de integração nu 

mérica: 

un - numero constante (NG) 

( 1) - num e r o va r i á v e 1 (R KG ) 

NT~l - Tipo de domínio 

(~} - domínio infinito 

(1) - domínio finito 

NPB - Número de pontos nodais por cada bloco da matriz, para 

para resolução do sistema de equações. O número de 1 i

nhas por cada bloco será 3xNPB. 

NG - Número constante de pontos de integração numérica, a 

utilizar se INTIPO=.0. 

RKG - Constante K definida em 3.3.3, a util izar se INTIPO = L 

Fil, F12, PSll, PSI2 - Angulostpl' 't>2' 4J1 e lV2 ' definidos 

em 2.3.5, em graus, a utilizar no caso de domínios total 

ou parcialmente infinitos (NT~l = .0). 

TTTULO 

NB NE NP INTIPO NT~l NPB 

NG ou RKG 

Fil FI2 I PS 11 PSI2 Só preencher se NT~l = ~ 
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2~2 - Coordenadas dos pontos nodais 

Ponto X Y 

1 

2 

3 

NB 

2.3 - Coordenadas dos pontos interiores 

Ponto X 

1 

2 

3 

N I 

2::' ,4 - Def i ni ção dos e 1 emen tos 

A definição do sentido da 

normal é dependente da sequência 

de numeração dos nós do eternen 

to. A convenção adoptada para o 

d,ef i n i r é a i nd i cada !'la figura. 

Y 

Z 

Z 

5 2 
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PONTOS NODAIS 
ELEM. 

1 2 3 4 5 6 7 

1 

2 

3 

NE 

2.5 - Condições de fronteira 

PONTO DIRECÇÃO X DIRECÇÃO Y DIRECÇÃO Z 

NODAL VALOR TIPO VALOR TIPO VALOR TIPO 

1 

2 

3 

NB 

TIPO - m - condição de fronteira em deslocamentos 

- condição de fronteira em pressoes. 

2.6 Tensões iniciais 

'txy LXZ LyZ 

8 

NO TA: As te n s õ e s i n i c i a i s s a o 5 U P o s tas c o n s ta n te s em todo o dom í n i o. 
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2.7 - Caracterfsticas elisticas 

MOD. DE ELASTICIDADE COEF. DE POISSON 

2.8 - Desenho das projecç~es da malha segundo os planos coordenados 

2.9 -

XP, YP - coordenadas da nova or i gem dos e i xos de modo a que as 

coordenadas dos pontos do desenho sejam todas positl 

vaso 

DX, DY - dlmens~es do desenho. 

EC - escala de comprimentos 

XP 

Desenho 

, 
X3 
\ 
\ 

/ 

/' X1 

YP DX 

da perspectiva da malha 

X3 

DY 

! 
EC 

X. - eixos coordenados 
I 

X! - eixos da perspectiva 
I 

O eixo 1 da perspectiva corres 

ponde ã direcção do raio visual 

e os eixos 2 e 3 definem o pl~ 

no em que se obtém a perspectl 

va. O sistema de eixos Xi pode 

nao ser ortogo~al. 

U .. - co-senos directores dos eixos da perspectiva 
I J 

DX, DY - dimens~es do desenho 

NEI, NEF - número dos elementos inicial e final a desenhar. 

U11 a 21 U 31 U12 a 22 G 32 G 13 a2~ U 33 DX DV NEI' NEF 
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3 - ESTRUTURA DO FICHEIRO BE3D.DES 
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3.1 - Dados gerais e para desenho do contorno 

I 
I 
I 
I 
I L ______ _ 

NSD - Número de secçoes de desenho 

NLC - Número de linhas do contorno 

NPC - Número de pontos do contorno 

4 

SECÇ,~O DE DESENHO 
r-;ORH,/;.L AO EIXOX1 

3 

2 

DEFINiÇÃO DO (O~nORNO 

i-n~ do ponto 

0- n2 do lodo 

NPD - Número de ponto de desenho (pontos de cálculo de deslo 

camentos e tensões) 

NLC 

r 
NPC NPD 

PONTOS DO CONTORNO 

Ponto X Y 

1 

2 

3 

NPC 
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LADOS DO CONTORNO 

Lado X Y 

1 

2 

3 

NLC 

3.2 - Coordenadas dos pontos interiores no plano do desenho 

N<? X Y 

1 

2 

3 

NPD 

3.3 - Dados para definição do.plano de desenho e para os desenhos 

de deslocamentos e de tensões 

102 

NEX - NQmero de ordem do eixo coincidente com a normal a sec 

ção de desenho. 

VEX - Valor da coordenada no eixo da secçao intersectada pe

la secção de desenho. 

X S ( 1), X S (2), X S {3} - C o o r d e n a das do p o n to P que p o r t r a n s 1 ~ 

ção não permite a existincia de coordenadas negativas. 
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DX, DY - Dimensões do desenho 

EC, ED, ET - Escalas multiplicativas de comprimentos, desloca 

mentos e tensoes. 

I N EX I VEX I X s (1) I X S(2) I XS (3 ) I O X I O y I EC I ED I ET I 
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