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NOTA PRÉVIA 

 

O presente trabalho constitui parte do relatório de estágio da Engª Maria João 

Serpa da Lança Falcão da Silva no Núcleo de Engenharia Sísmica e Dinâmica de 

Estruturas (NESDE) do Departamento de Estruturas (DE) do Laboratório Nacional de 

Engenharia Civil (LNEC). 

O estágio foi realizado entre 3 de Agosto de 2009 e 16 de Setembro de 2011 

sob a orientação do Engenheiro Alfredo Peres de Noronha Campos Costa, 

Investigador Principal do NESDE, enquadrado no Plano de Investigação Programada 

(2009-2012) nº 0305/11/17713 e subordinado ao tema Protecção Sísmica de 

Estruturas: Reabilitação, reforço e sistemas inteligentes.  

O trabalho desenvolvido pela estagiária, não só durante o período de estágio 

suprareferido, mas também enquanto bolseira de doutoramento FCT/LNEC (2004-

2009), deu origem a uma tese de doutoramento em Engenharia Civil (IST), intitulada 

Sistemas passivos para a protecção sísmica de estruturas: Uma abordagem baseada 

no desempenho de amortecedores de líquido sintonizado, orientada pelo Engenheiro 

Alfredo Peres de Noronha Campos Costa e pelo Professor Luís Manuel Coelho 

Guerreiro (IST). 
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MODELOS DE COMPORTAMENTO DINÂMICO PARA FLUIDOS NO 

INTERIOR DE RESERVATÓRIOS 

 

No presente relatório pretendem-se apresentar e definir alguns das linhas 

orientadoras para a simulação do comportamento dinâmico de fluidos no interior de 

reservatórios, de acordo com o proposto na literatura.  

O problema da modelação do comportamento de fluidos no interior de 

reservatórios é complexo, sendo apresentados os principais modelos matemáticos e 

mecânicos utilizados na actualidade.  

Procuram-se descrever os fundamentos teóricos que poderão posteriormente 

ser adaptados e adoptados no caso particular dos dispositivos passivos 

amortecedores de líquido sintonizado ou a sistemas de um ou vários graus de 

liberdade com amortecedores de líquido sintonizado incluídos. 

O presente relatório servirá, à semelhança dos relatórios Sistemas passivos, 

activos, híbridos e semi-activos: Estado dos conhecimentos e Actividade experimental 

na área dos sistemas passivos para a protecção sísmica de estruturas: Experiência do 

NESDE, como uma das linhas orientadoras para o desenvolvimento dos trabalhos 

propostos no âmbito do PIP 2009-2012 do NESDE-DE Protecção Sísmica de 

Estruturas: Reabilitação, reforço e sistemas inteligentes. 
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DYNAMIC BEHAVIOR MODELS FOR FLUIDS INSIDE STORAGE TANKS 

 

This report aims to present and define some of the guidelines for the simulation 

of the dynamic behavior of fluids inside storage tanks, according to the proposed in the 

literature. 

The problem of modeling the behavior of fluids inside atorage tanks is complex, 

being presented the main mechanical and mathematical models used nowadays. 

It is intended to describe the theoretical basis that can be adapted and adopted 

in the particular case of the tuned liquid dampers or in compound systems of one or 

multi degree of freedom structure with tuned Liquid Dampers attached. 

This document also serves, similarly to reports Passive, active, hybrid and 

semi-active systems for seismic protection of structures: State of the art and 

Experimental activities in the area of passive devices for seismic protection of 

structures: NESDE experience, as guideline for the development of the work proposed 

under the 2009-2012 PIP NESDE DE Protecção Sísmica de Estruturas: reabilitação, 

reforço e sistemas inteligentes.  
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LES MODÈLES DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE DES FLUIDES DANS 

RÉSERVOIRS 

 

Ce rapport vise à présenter et à définir des lignes directrices pour la simulation 

du comportement dynamique des fluides dans les réservoirs, conformément à la 

proposition de la littérature 

Le problème de la modélisation du comportement des fluides dans les 

réservoirs est complexe et montre les principales modèles mathématiques et utilisés 

actuellement 

Les tentatives visant à décrire les fondements théoriques qui peuvent être 

adaptées et adoptées dans le cas particulier des Amortisseurs de Liquide Réglés ou 

dans le cas des systèmes à un ou plus degrées de liberté avec amortisseurs de liquide 

réglés. 

Ce rapport sera une des lignes directrices,  comme rapports Systèmes passifs, 

actifs, hybrides et semi-actifs pour la protection sismique des structures : État des 

connaissances et Activité experimentél dans les systemes passifs pour la protection 

sismique des structures: Expérience du NESDE, pour le développement des activités 

proposées dans le cadre du PIP 2009-2012 DE NESDE Protecção Sísmica de 

Estruturas : reabilitação, reforço e sistemas inteligentes. 
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1. Introdução 

Para contextualizar o problema dos fenómenos que ocorrem no interior de 

dispositivos dissipadores de energia do tipo amortecedores de líquido sintonizado é 

importante apresentar um pouco da teoria associada ao sloshing dinâmico do líquido 

em reservatórios parcialmente cheios.  

Esta teoria baseia-se em equações que descrevem o escoamento do fluido, 

permitindo uma estimativa adequada do movimento da superfície livre do fluido e os 

respectivos momentos e forças hidrodinâmicas resultantes, a partir dos campos de 

velocidade e pressão.  

Trata-se de uma teoria que possibilita a obtenção de soluções explícitas 

apenas em alguns casos especiais como sejam os reservatórios cilindricos e os 

reservatórios rectangulares.  

Após a apresentação das características essenciais dos modelos que podem 

ser usados para prever o comportamento dinâmico de fluidos no interior de 

reservatórios será possível numa fase posterior, concretizar os modelos mais 

adequados para o caso particular dos dispositivos dissipadores de energia do tipo 

amortecedores de líquido sintonizado, cujo comportamento dinâmico se encontra a ser 

objecto de estudo no âmbito do PIP Protecção Sísmica de Estruturas: Reabilitação, 

reforço e sistemas inteligentes. 

 

2. Modelação Matemática em reservatórios 

2.1. Sloshing linear 

2.1.1. Generalidades 

A teoria do sloshing dinâmico de líquido no interior de reservatórios 

parcialmente cheios baseia-se no desenvolvimento das equações de campo 

associadas ao escoamento do fluido e que permite obter um valor aproximado da 

elevação da superfície do fluido, bem como dos momentos e forças hidrodinâmicas 
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resultantes. Tendo por base este tipo de equações, é possível obter soluções com 

elevado grau de fiabilidade para diversas geometrias [Ibrahim, 2005]. 

 O problema dos valores de fronteira é geralmente resolvido por meio de 

análises modais ou por meio das características da resposta dinâmica do sistema face 

a determinadas excitações externas. A análise modal do movimento da superfície livre 

do fluido num reservatório parcialmente cheio permite a obtenção de uma estimativa 

das frequências naturais e das correspondentes formas dos modos.  

A estimativa das frequências naturais é essencial no processo de 

dimensionamento de reservatórios. As frequências naturais da superfície livre do fluido 

surgem preferencialmente das condições de fronteira combinada (cinemática e 

dinâmica) em vez de na equação de continuidade do líquido expressa por meio da 

equação de Laplace [Ibrahim, 2005] 

Considerando uma superfície livre, as condições de fronteira definem o valor do 

campo de equações em cada ponto da superfície de fronteira ou o gradiente normal 

relativamente à superfície do reservatório ou ambos.  

As condições de fronteira podem, então, ser classificadas de acordo com o 

indicado na Tabela 1 [Morse e Fesbach, 1953].  

Tabela 1– Tipos e classes de condições de fronteira 

1 Dirichelet Definem as equações do escoamento do fluido na superfície 

2 Neumann Definem o valor do gradiente normal à superfície 

3 Cauchy Definem ambos os valores anteriors 

A formulação variacional baseada no príncípio de Hamilton é vista como a 

ferramenta muito poderosa no desenvolvimento das equações de campo para o 

escoamento de um fluido, conforme pode ser comprovado por investigações anteriores 

na área [Lawrence et al., 1958], [Troesch, 1960], [Bogoryad, 1962], [Borisova, 1962], 

[Petrov, 1962a] [Petrov, 1962b] [Petrov, 1962c] [Moisev, 1964] [Moisev e Petrov, 1966] 

[Luke, 1967] [Whitman, 1967] [Lukovskii, 1967] [Lukovskii, 1975] [Moiseev e 

Rumyantsev, 1968] [Limarchenko, 1978a] [Limarchenko, 1980] [Limarchenko, 1983b] 

[Lukovskii e Timokha, 1992] [Lubovskii e Timokha, 1995] [Rocca et al., 1997].  

O método das equações integrais foi adoptado em recipientes cujas paredes 

que se encontravam em contacto com o fluido não eram perfeitamente verticais mas 

curvas como, por exemplo, em tanques esféricos e horizontais cilíndricos [Budiansky, 
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1960] [McIver, 1989]. Outros autores [Housner, 1963a] [Evans, 1990] [Evans e Linton, 

1993] desenvolveram aproximações analíticas que permitiram estimar a frequência de 

sloshing de fluidos no interior de reservatórios. 

A análise modal em reservatórios circulares cilíndricos foi estudada pela 

primeira vez em meados do século XIX [Poisson, 1828-1829], embora os resultados 

não tenham sido interpretados e publicados desde logo, uma vez que a teoria 

subjacente à função de Bessel ainda não apresentava um nível de desenvolviemnto 

que o permitisse [Ibrahim, 2005].  

As equações do movimento fluido no interior de reservatórios rígidos 

rectangulares e circulares com altura de água uniforme e com condições de fronteira 

linearizadas foram também estudadas e apresentadas [Rayleigh, 1887] [Steklov, 1902] 

[Lamb, 1945].  

No entanto, em situações em que a altura de fluido em repouso é variável, por 

exemplo em reservatórios de fundo inclinado, a solução correspondente da equação 

de Laplace usando o método da separação das variáveis é menos potente, sendo 

preferível, nestas situações, a utilização de outros métodos como o de Ritz.  

As oscilações no que refere a massas de fluido no interior de reservatório 

foram igualmente documentadas e estudadas [Bratu, 1970].  

As frequências de sloshing de fluidos no interior de reservatórios apresentando 

geometrias diversas tem vindo a ser investigadas e avaliadas [Miles, 1964] [Kuttler e 

Sigillito, 1969] [Fox e Kuttler, 1981] [Fox e Kuttler, 1983] [Meserole e Fortini, 1987] 

[McIver e McIver, 1993].  

Assim, tendo por base uma análise bidimensional do movimento do fluido no 

interior de tanques rectangulares e circulares, a frequência natural surge como 

dependente essencialmente da razão entre a altura do fluido e a largura do recipiente 

ou entre a altura do fluido e o raio do reservatório, respectivamente.  

O efeito da altura do fluido vai sendo progressivamente atenuado com o 

aumento da ordem do modo de vibração. Foi ainda desenvolvido trabalho no sentido 

de determinar uma relação de dependência não-linear entre frequências naturais de 

vibração e a amplitude da onda [Ghali, 1965]. 

No início da década de 50 alguns autores [Graham e Rodriguez, 1952] 

debruçaram os seus estudos sobre a problematica subjacente à determinação da 
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velocidade potencial do fluido, tendo obtido uma excelente aproximação do valor 

correspondente num espaço tridimensional. Nesta situação obteve-se uma 

dependência estreita entre a frequência fundamental de vibração e as três dimensões 

principais do fluido.  

 A influência do amortecimento na frequência natural do fluido foi estudada a 

partir de meados da década de 60, principalmente por via experimental, uma vez que, 

atendendo às não-linearidades observadas e associadas ao comportamento dinâmico 

de fluidos no interior de reservatórios se tornava bastante dificil fazer essa 

aproximação por vi analítica [Ghali, 1965] [Scarsi e Brizzoalara, 1970] [Scarsi, 1971] 

[Schilling e Siekmann, 1980]. Os resultados obtidos permitiram comprovar que, para 

fluidos que apresentassem viscosidades elevadas, a frequência ressonante surgiria 

ligeiramente superior ao valor previsto para a situação de um fluido ideal. 

A aproximação variacional tem demonstrado ser uma excelente ferramenta 

para resolver de uma forma analítica e directa os problemas associados aos valores 

de fronteira para fluidos em movimento no interior de reservatórios. A análise modal do 

movimento da superfície livre do fluido é formulada para diferentes geometrias de 

reservatórios. As análises envolvidas neste tipo de aproximação incluem a estimativa 

da função do potencial da velocidade, das frequências naturais da superfície livre do 

fluido e das formas dos modos de vibração.  

É importante não deixar de referir que, as soluções analíticas mais realistas 

são obtidas apenas para geometrias regulares (reservatórios rectangulares e 

circulares) que apresentem paredes planas e perfeitamente verticais. Para quaisquer 

outras geometrias, incluindo as circunstâncias em que os reservatórios apresentem 

profundidade variável, a determinação das frequências naturais de vibração dos 

fluidos no interior dos reservatórios bem como das formas dos modos de vibração 

pode ser efectuada de uma forma directa por via experimental ou aproximada por via 

numerica [Ibrahim, 2005]. 

 

2.1.2. Equações de campo para escoamento do fluido 

A descrição analítica do campo de equações que permite definir o escoamento 

de diferentes fluidos no interior de reservatórios encontra-se bem documentada para 

diferentes geometrias de tanques, como pode ser comprovado pelo trabalho 
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desenvolvido [Ewart, 1956] [Bauer, 1962b] [Bauer, 1966a] [Bauer, 1969] [Lomen, 1965] 

[Abramson, 1966] [Ibrahim, 1969] [Khandelwal, 1980] [Kornecki, 1983] [Bauer, 1999]. 

As equações gerais do movimento para fluidos no interior de recipientes 

fechados podem ser simplificadas assumindo que o recipiente é rigido e impermeável. 

Para além disso assume-se ainda que o fluido é invíscido, incompressível e 

irrotacional no início do movimento.  

Outros fenómenos como a capilaridade e os efeitos da tensão superficial serão 

ignorados num campo gravitacional. No entanto os efeitos da tensão superficial 

poderão ser introduzidos em alguns casos simples [Ibrahim, 2005].  

As oscilações da superfície livre do fluido podem ser geradas através da 

imposição de um determinado impulso inicial ou de uma simples perturbação da 

própria superfície livre. A formulação variacional mencionada, mais adiante na secção 

2.1.3., é aplicável tanto a oscilações em regime livre como a oscilações forçadas da 

superfície livre do fluido.  

É conveniente definir o movimento do fluido no interior de um reservatório 

relativamente a um sistema de eixos coordenados locais (coordenadas móveis) uma 

vez que as variáveis em questão são medidas relativamente a um “sistema de 

coordenadas móveis.  

Considera-se que ao reservatório é permitido movimentar-se segundo um 

movimento planar curvilíneo sem qualquer tipo de rotação. As equações do movimento 

do fluido em movimento podem ser escritas segundo um sistemas de coordenadas 

globais e locais (Figura 1). 

 
Figura 1 - Identificação de sistema de coordenadas globais e locais referente a com líquido em 

movimento no interior de reservatório, adaptado de [Ibrahim, 2005] 
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Considerando O’X’Y’Z’ o sistema de coordenadas cartesianas globais, obtêm-se 

que as equações de Euler associadas ao movimento do fluido podem ser escritas na 

forma vectorial: 

( ) ( )'. gZPqqq
t

∇−∇−=∇+
∂
∂

ρ
1

 
(1) 

 

em que q corresponde à velocidade do fluido, t
q

∂
∂  é a aceleração local do 

escoamento no ponto em que as coordenadas são invariáveis (esta aceleração é 

medida por um observador fixo), ( )qq∇  corresponde à aceleração convectiva para uma 

partícula do fluido animada por uma velocidade q na direcção do escoamento (esta 

aceleração é medida por um observador que se move com a particula p), P é a 

pressão do fluido, ρ é a densidade do fluido, gZ’ corresponde ao potencial gravítico e 

∇ é um operador para diferentes sistemas de eixos coordenados.  

A aceleração convectiva ( )qq∇  pode ser escrita [Thomson, 1965]: 

( ) ( ) 22

2

1

2

1
. qqqqqq ∇=×∇×−∇=∇

 (2) 

 
Em escoamentos irrotacionais de fluidos admite-se que e que existe uma função 

de potencial de velocidade, Φ, cujo gradiente traduz a velocidade do fluido. 

Φ−∇=q  (3) 

 
Introduzindo as equações (2) e  (3) em (1) obtém-se: 

0'
2

1 2 =








∂
Φ∂−++∇
t

gZq
P

ρ  
(4) 

 
A equação anterior após integração toma a forma: 

)(' tC
t

gZq
P

=
∂

∂
−++

Φ
ρ

2

2

1

 
(5) 

 
com C(t) correspondente a uma função variávele no tempo. 

A equação (5) traduz a forma geral da equação de Kelvin para o escoamento 

não estacionário do fluido. Nesta equação a função de potencial da velocidade Φ é 
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uma função do espaço e do tempo sendo diferenciável no que refere aos registos 

temporais do escoamento não estacionário. No entanto, t
q

∂
∂  é definido como se 

tratando do trabalho efectuado por uma unidade de massa do fluido cujas 

coordenadas são (X,Y,Z).  

Para além disso a equação (5) é apenas válida em escoamentos 

incompressíveis nos quais a equação de continuidade 0=∇ q.  conduz à equação de 

Laplace, que após introdução da equação (2) toma a forma: 

02 =Φ∇  (6) 

 
Considerando Oxyz um outro sistema de eixos coordenados, neste caso fixo ao 

reservatório de tal forma que o plano Oxy coincida com a superfície livre não 

perturbada do fluido. Considerando V0 como a velocidade da origem O relativamente 

à origem fixa O’. Neste caso a taxa de variação temporal do potencial da velocidade, 

Φ,  num dado ponto fixo no sistema de eixos inercial  O’X’Y’Z’ medido por um 

observador colocado no sistema de eixos móveis Oxyz é de ( )Φ∇−∂
∂ .0Vt , dado que 

este ponto parecerá ter uma velocidade de –V0 relativamente ao observador.  

De acordo com o referido no parágrafo anterior, a equação da pressão (5) toma 

a forma: 

)(.'
2

1
0

2 tCV
t

gZq
P =Φ∇+

∂
Φ∂−++

ρ  
(7) 

 
A velocidade relativa da partícula do fluido, qrel, considerando o sistema de 

coordenadas locais é dada por: 

00 VVqqrel −Φ−∇=−=  (8) 

 
Expressando q em termos de qrel e V0, usando a equação (8), obtêm-se: 

)(
2

1
'

2

1 2
0

2 tCV
t

gZq
P

rel =−
∂
Φ∂−++

ρ  
(9) 

 
A equação (7) é escrita em termos da velocidade total do fluido medida 

relativamente ao sistema de coordenadas globais enquanto que a equação (9) é 
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escrita em termos de velocidade relativa do fluido medida relativamente ao sistema de 

coordenadas locais.  

Na superfície livre do fluido a pressão é equivalente à pressão atmosférica ou 

pode ser ajustado a zero na equação (7), o que fornece a seguinte condição de 

fronteira dinâmica: 

( ) 0..
2

1
0 =Φ∇+

∂
Φ∂−+Φ∇Φ∇ V
t

gη
 

(10) 

 
A velocidade vertical de uma partícula de fluido localizada na superfície livre 

z=η(r,θ,t)=η(x,y,t) deve ser equivalente à velocidade vertical na superfície livre em si 

mesma [Ibrahim, 2005]. Esta condição é conhecida como a condição de fronteira 

cinemática e dada pela expressão: 

ηη ∇+
∂
∂=

∂
Φ∂− .redq

tz  
(11) 

 
Nas paredes rígidas e no fundo do reservatório, a componente da velocidade 

normal à fronteira deve ter o mesmo valor da componente de velocidade 

correspondente da fronteira sólida do fluido no ponto em questão.  

Se for permitido que o reservatório se mova no plano vertical então o vector da 

velocidade pode ser escrito em termos de coordenadas cartesianas e cilíndricas da 

seguinte forma: 

kZiXV 000
&& +=  (12) 

 

kZisenXiXV r 0000 )()cos( &&& ++= θθθ  (13) 

 
As condições de fronteira nas paredes e no fundo em coordenadas cartesianas 

(equações (14) e (15)) e cilíndricas (equações (16) e (17)) podem ser definidas: 

0Z
z hz

&=
∂
Φ∂−

−=  
(14) 

 

0X
x ax

&=
∂
Φ∂

−  
(15) 
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0Z
z hz

&=
∂
Φ∂−

−=  
(16) 

 

θcos0X
r Rx

&=
∂
Φ∂

−  
(17) 

 
O movimento do fluido no interior de um reservatório pode ser definido a partir de 

uma função potencial de velocidade total, Φ, equivalente à soma de uma função 

potencial perturbada, Φ~ , e de uma função potencial de referência, Φ0: 

0
~ Φ+Φ=Φ  (18) 

 
Dependendo das coordenadas consideradas para o sistema em movimento, a 

função Φ0 pode ser determinada por integração das equações (12) ou (13) : 

( )∫ +−−−=Φ dtZXzZrX 2
0

2
0000 2

1
cos &&&& θ

 
(19) 

 
Introduzindo (18) e (19) nas condições de fronteira da superfície livre obtêm-se 

para reservatórios circulares (equações (20) e (21)) e rectangulares ((22) e (23)): 

( ) ( ) 0cos
~

~
.

~

2

1
00 =+

∂
Φ∂−++Φ∇Φ∇ θη rX
t

Zg &&&&

 
(20) 

 

θθ
ηηη

∂
Φ∂

∂
∂−

∂
Φ∂

∂
∂−

∂
∂=

∂
Φ∂−

~
1

~~

2rrrtz  
(21) 

 

( ) ( ) 0
~

~
.

~

2

1
00 =+

∂
Φ∂−++Φ∇Φ∇ xX
t

Zg &&&& η
 

(22) 

 

yyrxxtz ∂
Φ∂

∂
∂−

∂
Φ∂

∂
∂−

∂
∂=

∂
Φ∂−

~
1

~~

2

ηηη

 
(23) 

 

A este nível pode-se então introduzir o efeito da tensão superficial,σ, 

considerando as alterações de pressão ao longo do deslocamento da superfície livre 

do fluido como descrito na equação de Laplace – Young [Ibrahim, 2005]: 









+=

21

11

RR
ps σ

 
(24) 
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em que R1 e R2 correspondem a raios de curvatura principais.  

A formulação completa do problema dos valores de fronteia em termos de 

função potencial perturbada, Φ~ , pode ser resumida da seguinte forma para tanques 

cilíndricos (equações (25) a (31)) e rectangulares (equações (32) a (38)), 

respectivamente: 

2.1.2.1. Tanques Cilíndricos  

0
~2 =Φ∇  (25) 

 

0
~

=
∂
Φ∂

−Rr
r

 
(26) 

 

0=
∂
∂

−− hz
z

Φ~

 
(27) 

 

( ) ( ) 0cos
11

~
~

.
~

2

1
0

21
0 =+








++

∂
Φ∂−++Φ∇Φ∇ θ

ρ
ση rX

RRt
Zg &&&&

        com  ( )trz ,,θη=  
(28) 

 

θθ
ηηη

∂
Φ∂

∂
∂−

∂
Φ∂

∂
∂−

∂
∂=

∂
Φ∂−

~
1

~~

2rrrtz                                                com  ( )trz ,,θη=  
(29) 

 
A curvatura, k, em coordenadas cilindricas é dada por: 

( )( ) ( ) ( ) ( )( ) ( ) ( )( )
( )[ ]23222

22222

21
/1

/2//1/111

r

rrrr

RR
k

r

rrrrrrr

θ

θθθθ

ηη

ηηηηηηηηη

++

+−++++
−=








+−=

 
(30) 

 
Linearizando a expressão (30) torna-se possível obter: 








 ++−=
2rr

k r
rr

θθηηη
 

(31) 

 

2.1.2.2. Tanques Rectangulares 

0
~2 =Φ∇  (32) 
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0
~

2/

=
∂
Φ∂

±− ax
x

 
(33) 

 

0
~

2/

=
∂
Φ∂

±− by
y

 
(34) 

 

( ) ( ) 0
11

~
~

.
~

2

1
0

21
0 =+









++

∂
Φ∂−++Φ∇Φ∇ xX

RRt
Zg &&&&

ρ
ση

           com   ( )tyxz ,,η=  
(35) 

 

yyrxxtz ∂
Φ∂

∂
∂−

∂
Φ∂

∂
∂−

∂
∂=

∂
Φ∂−

~
1

~~

2

ηηη

                                        com   ( )tyxz ,,η=  
(36) 

 
A curvatura, k, em coordenadas cilindricas é dada pela expressão: 

( ) ( )
[ ]2322

2

21
1

21111

yx

xyyxxyyyxx

RR
k

ηη

ηηηηηηη

++

−+++
−=








+−=

 
(37) 

 

Linearizando a equação (37) obtêm-se: 

[ ]yyxxk ηη +−=
 (38) 

 
Estas equações podem ser igualmente determinadas para reservatórios que 

apresentem geometrias diferentes (esféricas, elípticas,...), muito embora para estas 

situações seja necessário adaptar os valores de determinados parâmetros patentes 

nas equações de continuidade [Ibrahim, 2005]. 

No entanto é importante ter presente que a função do potencial de velocidade 

para o fluido em movimento no interior de reservatórios, Φ, deve satisfazer a equação 

de Laplace, ∇2Φ=0, que traduz uma equação linear parcialmente diferenciável. A não-

linearidade identificada ao nível da fronteira apenas existe em condições de superfície 

livre na fronteira em z=η.  

Se for relevante uma análise modal é então necessário desprezar os termos 

não-lineares e não-conservativos das condições de fronteira de superfície livre. Se a 

função de potencial for obtida anaiticamente de uma forma aproximada, então as 
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frequências naturais da superfície livre do fluido são obtidas utilizando a condição 

dinâmica de superfície livre que se baseia no facto de Φ ser harmónica no tempo.  

Outra aproximação bastante ajustada corresponde à utilização da formulação 

variacional em conjunto com o Método de Rayleigh-Ritz [Ibrahim, 2005]. 

 

2.1.3. Formulação variacional 

A aproximação por meio da formulação variacional baseia-se no estabelecimento 

de uma determinada função que descreva o comportamento do sistema. O 

Lagrangeano, L=T-V, deve ser minimizado (ou maximizado), correspondendo T e V às 

energias cinética e potencial do sistema, respectivamente [Ibrahim, 2005].  

O princípio variacional, ou princípio de Hamilton [Hamilton, 1834] [Hamilton, 

1835] corresponde ao definido da seguinte forma: 

( )∫ =−=
2

1

0

t

t

dtVTI δδ

 
(39) 

 
Em linhas gerais, o Princípio de Hamilton [Feynmann, 1948] define que a 

progressão no espaço das configurações mantêm o valor do integral estacionário 

apesar da variabilidade que pode surgir no percurso entre dois instantes temporais, t1 

e t2. Qualquer que seja o movimento, o sistema mover-se–á de forma a que a média 

temporal da diferença entre as energias cinética e potencial seja mínima.  

Esta formulação é muito adequada na medida em que conjuga o campo de 

equações de escoamento do fluido e as condições de fronteira associadas em cada 

circunstância.  

Assim obtêm-se, respectivamente, para as energia cinética e potencial os 

valores expressos pelas equações (40) e (41): 

∫ Φ∇






=
υ

υρ
dT

2

2
 

(40) 
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( )∫ 






=
S

dSgV ηρη
2

 
(41) 

 

sendo υ e S correspondentes ao volume e à superfície livre do fluido, respectivamente.  

Fazendo as substituições necessárias torna-se possível reescrever a equação 

(39) da seguinte forma: 

0
22

2

1

2

1

2

∫ ∫ ∫∫ ∫ ∫ =












−Φ∇Φ∇=












−Φ∇=
t

t S

t

t S

dSdgddtdtdSgdI
υυ

ηηυδρηρηυρδδ

 
(42) 

 
O integral de volume pode ser transformado num integral de superfície usando a 

primeira fórmula proposta por Green [Green, 1828] ou então a relação proposta por 

Thomson [Thomson, 1965], de acordo com o expresso pelas equações (43) e (44), 

respectivamente: 

∫ ∫ ∂
Φ∂Φ=Φ∇Φ∇

υ

δυδ
S

dS
n

d

 
(43) 

 

t
n

n
n

∂
∂−=

∂
Φ∂=Φ∇ η

 
(44) 

 
em que n corresponde ao vector normal reduzido relativamente à superfície 

equipotencial de Φ no ponto em questão. Como tal o variacional definido pela equação 

(39) toma a seguinte forma: 

0
2

1

2

1

∫ ∫ ∫∫ =


















 +

∂
∂Φ−=



















 −

∂
Φ∂Φ

t

t

t

t SS

dSg
t

dtdSg
n

dt ηδηηδρηδηδρ

 
(45) 

 
Fazendo a integração por partes da anterior, obtêm-se: 

0
2

1

∫ ∫ =






 +

∂
Φ∂−

t

t S

dSdtg
t

δηηρ

 
(46) 

 
o que conduz à condição dinâmica linearizada da superfície livre do fluido: 
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0=+
∂
Φ∂− ηg
t  

(47) 

 
Em finais da década de 60 [Moiseev e Rumyantsev, 1968] foi introduzido o 

operador integral de Neumann [von Neumann, 1929] [von Neumann, 1936], H, o que 

tornou o potencial de velocidades, Φ, harmónico no domínio do volume do fluido, υ. A 

propriedade harmónica baseia-se no facto de que o integral da velocidade da 

superfície livre se anula ao longo da própria superfície livre, de tal forma que se 

verifique ( ) 0=∫
S

dSsη&  [Ibrahim, 2005].  

A função do potencial de velocidades do fluido, Φ, deve satisfazer as seguintes 

condições na fronteira do fluido: 

0=
∂
∂

n

Φ                                                         nas paredes do tanque (48) 

 

ηΦ
&−=

∂
∂

n
                                                          na superfície livre (49) 

 
Admitindo que ηΦ &H= , então torna-se possível escrever a correspondência 

evidênciada na equação seguinte: 

( )
t

H
z

H
∂
∂−=

∂
Φ∂=Φ ηυ

 
(50) 

 
Considerando a derivada no tempo para ambos os lados da equação (50) e 

usando a igualdade apresentada na equação seguinte: 

0
2

2

=
∂
∂+

t
Hg

ηη
 

(51) 

 
Em termos energético refer-se a possíbilidade definir o valor médio da função de 

energia do sistema com depêndência directa do operador de Neumann [Von 

Neumann, 1929] [Von Neumann, 1936]: 
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∫ ∫












−








∂
∂=

2

1

2
2

1 2

t

t S

dsdtg
t

HI ηηρ

 
(52) 

 
Alternativamente, e usando a equação (47), pode-se definir o valor médio da 

função de energia em termos da função potencial escalar: 

∫ ∫ ∫












Φ−Φ∇=
2

1

22 1

2

t

t S

dS
g

ddtI
υ

υρ

 
(53) 

 
Qualquer das equações (52) e (53) podem ser usadas na estimativa das 

frequências naturais do movimento da superfície livre do fluido.  

Na superfície livre, S, tanto a função potencial da velocidade como a altura da 

superfície livre da onda podem ser expressas em função do instante temporal e da 

posição espacial que ocupam:  

( ) ( ) tsFts ωcos, =Φ  (54) 

 

( ) ( ) tsGts ωη sin, =  (55) 

 

com ω correspondente à frequência natural da superfície livre do líquido. 

Substituindo as equações (54) e (55) nas funções de energia média dadas pelas 

equações (52) e (53) e integrando no domínio do tempo entre t1=0 e t2=2π/ω obtêm-se: 

∫∫ −=
SS

dsGGdsHGI 2
1 .λ  

(56) 

 

∫∫ −∇=
S

dsFdFI 22
2 2

λυρ

υ  
(57) 

 

em que λ=ω2/g.  

As frequências naturais da superfície livre do fluido são determinadas por meio 

do método de Rayleigh-Ritz. Este método baseia-se na introdução de uma 
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combinação linear de um várias funções cujos coeficientes formam um conjunto de 

parâmetros variacionais lineares (equação (58)): 

∑
=

=
N

n
nnfaF

1  
(58) 

 
em que fn corresponde às funções de teste e an correspondem aos coeficientes 

associados a cada uma das funções anteriores.  

Por substituição da equação (58) na equação (57), e considerando o apresentado 

na equação (42), admite-se que os coeficientes an devem verificar um sistema de 

equações homogéneas algébricas: 

0=
∂
∂

na
I

                                                                   para n=1,2, …, N 
(59) 

 
A verificação das condições expressa pela equação (59) permite que se obtenha 

o seguinte conjunto de equações: 

( )∑
=

=−
1

0
m

mnmnmn BAa λ
 

(60) 

 
em que Amn e Bmn se definem da acordo com o expresso pelas equações (61) e (62): 

∫ ∇∇=
υ

υdffA mnmn .

                               considerando         nmmn AA =  
(61) 

 

∫=
S

mnmn dSffB

                                       considerando          nmmn BB =  
(62) 

 
Como se encontra já amplamente difundido, a solução não trivial das equações 

(60) existe apenas se o determinante dos coeficientes an for eliminado, sendo desta 

forma obtida a equação das frequências naturais do sistema: 

0=− mnmn BA λ
                               (63) 

 
 



 

LNEC – Proc. 0305/11/17713  17 
 

O primeiro termo da equação (63) pode ser determinado pelo princípio 

variacional variacional consistente com o definido ao longo da presente secção. O 

procedimento para a determinação destes valores envolve um primeiro cálculo exacto 

e inclusão dos primeiros termos da série indicada na equação (58).  

Posteriormente acrescenta-se um número de termos e volta-se a resolver o 

sistema de equações. O processo continua de uma forma iterativa até ao momento em 

que o/os valor/es da/das frequência/a naturais não apresentem alterações que se 

possam considerar significativas.  

Em virtude de inexistirem métodos mais rigorosos de convergência e face às 

dificuldades na selecção de funções coordenadas o processo pode conduzir a alguns 

erros. Para colmatar as dificuldades observadas alguns autores [Morse e Feshbach, 

1953] debruçaram-se sobre este problema tendo introduzido determinadas alterações 

que se verificou serem bastante adequadas.  

Assim, foi introduzido um conjunto de técnicas alternativas com o objectivo 

explícito de permitir a determinação das frequências naturais em sistemas dinâmicos 

usando o método de Rayleigh-Ritz [Ibrahim, 2005]]. 

Posteriormente foi assumida apenas uma sensibilidade muito ligeira da variável 

λ1 à selecção das funções fn [Moiseev, 1970] [Moisev e Rumyantsev, 1968], o que 

significa que se a função F1 (que traduz o mínimo valor associado ao funcional, λ) for 

substituída por uma outra função  F1
* tal que: 

∫ ≠∇∇ 011 υdFF *

           (64) 

 

sendo que o valor da variável λ1 não é alterado de uma forma significativa.  

O sistema de funções coordenadas { }nf , usado na equação (58), pode ser 

seleccionado de uma forma muito grosseira, sendo apenas necessário garantir que o 

referido sistema seja completo. Assim, é oportuno considerar estas funções como as 

funções próprias do sloshing do fluido num determinado volume que contenha o 

domínio (volume) especificado mas que apresente uma forma simples [Ibrahim, 2005]. 
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2.1.4. Amortecimento 

O controlo do sloshing de fluidos no interior de reservatórios em movimento é 

considerado como uma das questões fundamentais associadas ao dimensionamento 

de sistemas de fluido móveis.  

O amortecimento inerente associado à viscosidade do fluido é muito útil em 

reservatórios de dimensões reduzidas (como é o caso, na grande maioria das 

circunstâncias, dos amortecedores de líquido sintonizado incluídos em estruturas para 

a mitigação das acções dinâmicas, nomeadamente acções sísmicas). 

O amortecimento em reservatórios de parede vertical plana tem a sua origem em 

três fontes distintas:  

i) Superfície livre; 

ii) Paredes laterais; 

iii) Fundo.  

Para além disso, geralmente, o amortecimento depende também, de uma forma 

muito directa, das propriedades físicas do fluido e da geometria do reservatório em 

que este se encontra.  

A inclusão de amortecimento viscoso devido à película de fronteira e à 

contaminação da superfície livre é também muito importante, uma vez que permite 

limitar a altura da onda de sloshing na ressonância [Ibrahim, 2005].  

2.1.4.1. Generalidades 

Boussinesq [Boussinesq, 1878] introduziu a influência do amortecimento viscoso 

quando estudou ondas permanentes e progressivas em recipientes fechados.  

Posteriormente [Keulegan, 1959] o trabalho de Boussinesq [Boussinesq, 1878] 

foi estendido com o objectivo de determinar a atenuação associada ao aprecimento de 

ondas isoladas [Ibrahim, 2005].  

Os estudos para a determinação do amortecimento de fluidos no interior de 

reservatórios fechados e fintos tiveram a sua génese em estudos de amortecimento 

progressivo em canais de profundidade finita mas de largura infinita [Biesel, 1949].  
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Posteriormente outros autores [Hunt, 1952] [Ursell, 1952] [Hunt, 1964] também 

dedicaram os seus estudos à determinação amortecimento associado à existência de 

paredes verticais de altura infinita, tendo obtido resultados diferentes por terem 

utilizando desde o início abordagens também diferentes. Por exemplo, Ursell [Ursell, 

1952] baseou os seus estudos de identificação do amortecimento em conceitos 

associados à dissipação de energia e também no comportamento da pressão na zona 

limite da película de fronteira das paredes laterais.  

A discrepância observada entre estimativas teóricas e medições experimentais 

induziram a consideração da influência da capilaridade histirética e de uma superfície 

de contaminação na determinação do amortecimento viscoso associado aos 

fenómenos que ocorrem no líquido [Benjamin e Ursell, 1954]. Alternativamente a 

discrepância observada foi resolvida através da observação da transferência de 

energia na vizinhança do menisco da superfície livre do fluido [Mei e Liu, 1973]. 

A determinação do amortecimento de ondas superficiais de pequena amplitude 

em reservatórios cilíndricos parcialmente cheios de fluido foi objecto de extensos 

trabalhos a partir da década de 50 [Case e Parkinson, 1957]. Nos estudos referidos a 

dissipação viscosa numa película de fronteira laminar foi considerada como causa 

primária do amortecimento viscoso asociado ao movimento do fluido [Ibrahim, 2005]. 

Na sequência dos seus estudos, Miles [Miles, 1967] pode concluir que tanto a 

superfície de contaminação como a capilaridade histirética poderiam contribuir de uma 

forma significativa para o amortecimento observado nas ondas superficiais que se 

forma em recipientes fechados.  

Mikishev e Rabinovich [Mikishev e Rabinovich 1968] determinaram um factor de 

amortecimento usando a teoria da película de fronteira para fluidos de baixa 

viscosidade em reservatórios rígidos [Ibrahim, 2005]. 

A influência da viscosidade do fluido nas frequências naturais dos modos de 

sloshing tem vindo a ser estudada tanto analiticamente como experimentalmente em 

reservatórios de diversas geometrias [Scarsi, 1971] [Su, 1981] [Sun, 1991] [Henderson 

e Miles, 1994] [Martel et. al., 1998] [Yalla, 2001].  

Referem-se entre os estudos anteriores os mais relevantes como sejam o estudo 

da influência da viscosidade do fluido na frequência natural [Su, 1981], desde que se 

observem valores reduzidos de razão de altura de água (ε=h/L), e, ainda, o estudo que 

permitiu a determinação de frequências naturais e coeficientes de amortecimento para 
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ondas de superfície em reservatórios circulares cilíndricos baseada na consideração 

de uma linha de contacto fixa, películas de fronteira de Stokes e superfícies 

completamente límpidas ou contaminadas [Sun, 1991] [Henderson e Miles, 1994] 

[Martel et. al., 1998].  

Os estudos desenvolido e convenientemente referenciados permitiram concluir 

que, na generalidade dos casos, o amortecimento resultante de ondas superficiais em 

reservatórios fechados excede as previsões teóricas [Ibrahim, 2005], pelo que se torna 

necessário que se desenvolvam programas de ensaios experimentais para a sua mais 

correcta caracterização e definição. Pode-se no entanto adiantar que amortecimento 

resultante surge devido a:  

i) Dissipação viscosa na zona de fronteira rígida do reservatório; 

ii) Dissipação viscosa na superfície livre do fluido, que se pode dizer 

estar coberta por uma película de características viscoelasticas; 

iii) Amortecimento viscoso no interior do fluido. Esta parcela é, no 

entanto, negligenciável para fluido em reservatório cujas 

dimensões laterais sejam comparáveis com o comprimento de 

onda potencialmente formada;  

iv) Capilaridade histirética na zona (linha) de contacto.  

À medida que o tamanho dos reservatórios aumenta, as forças hidrodinâmicas e 

os momentos resultantes do movimento do fluido no seu interior tornam-se muito 

elevados, particularmente na vizinhança da ressonância.  

Numa tentativa de evitar eventuais colapsos estruturais ou comportamento 

dinâmico indesejável, podem ser introduzidos alguns dispositivos (baffles, grelhas, 

anéis, redes,...) que reduzam ou, até mesmo, suprimam por completo os efeitos 

indesejáveis do fenómeno de sloshing dinâmico. Pela razão indicada tem vindo a ser 

desenvolvida extensa actividade ao nível do dimensionamento óptimo de alguns dos 

referidos dispositivos [Langner, 1963] [Abramson, 1966] [Schwind, et. al., 1964] [Muto 

et. al., 1988] [Sharma et. al., 1992].  

A título meramente informativo indica-se que Abramson [Abramson, 1969] foi o 

primeiro a definir os principais parâmetros com influência directa no dimensionamento 

de dispositivos de supressão de sloshing [Ibrahim, 2005] 
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A viscosidade inerente dos fluidos em reservatórios com paredes verticais planas 

e sem qualquer tipo de dispositivo tem efeitos muito limitados no que refere à redução 

da amplitude de sloshing [Ibrahim, 2005].  

Estudos experimentais e analíticos foram desenvolvidos com o objectivo de 

determinar frequências naturais, amortecimento e forças no líquido em tanques de 

diferentes geometrias e apetrechados com variados tipos de dispositivos de redução 

de sloshing [Howell e Ebler, 1956] [Bauer, 1959b] [Bauer, 1960] [Cole e Gambucci, 

1961a] [Cole e Gambucci, 1961b] [Silveira et. al., 1961] [Bauer, 1963a] [Bauer, 1963b] 

[Garza, 1964] [Stephens et. al, 1963] [Garza, 1966] [Garza e Dodge, 1967] [Stephens 

e Scholl, 1967] [Buchanan, 1968] [Shin e Buchanan, 1971] [Scholl et. al., 1972]. 

A dependência do amortecimento relativamente à altura de líquido no interior de 

tanques de geometria variável [Miles, 1956] [Bauer, 1957] [Bauer, 1958c] [Stephens et. 

al, 1962] [Cole, 1966] [Bauer e Eidel, 1998] bem como a dissipação de energia em 

recipientes fechados [Miles, 1967] [Mei e Liu, 1973] foram estudadas e documentadas.  

A eficácia do amortecimento associado ao movimento de fluidos viscosos em 

reservatórios rígidos [Krein, 1964] [Krushinskaya, 1965] [Victorov, 1965] [Krein e 

Laptev, 1968] [Krein e Kan, 1969] assim como à oscilação de líquidos imiscíveis em 

tanques rectangulares [Bauer, 1984a] foram igualmente avaliadas. 

2.1.4.2. Amortecimento em fluidos viscosos 

Com base nos trabalhos desenvolvidos, e indicados nos parágrafos anteriores, 

pode-se afirmar que a equação de fluxo para fluidos viscosos é dada pela equação de 

Navier-Stokes linearizada para fluidos incompressíveis [Ibrahim, 2005]: 

u
p

gz
t

u

dt

du 2∇+







+∇−=

∂
∂≈ υ

ρ
r

 
(65) 

 
em que p corresponde à pressão. 

Admitindo que movimento do fluido no interior do tanque se encontra sujeito à 

equação de continuidade (equação (66)) e à condição de fronteira (equação (67)): 

0=∇u  (66) 
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 0=u                                          nas zonas de fronteira molhada (67) 

 
e que a velocidade do fluido, u, pode ser descrita em termos do gradiente da função 

potencial escalar, Φ, adicionada à variação de um vector potencial, A, na forma de 

Helmholtz [Arfken e Weber, 1995]: 

Au ×∇+Φ−∇=  (68) 

 
Por substituição da equação (68) na equação de continuidade expressa em (66) 

e na condição de fronteira expressa em (67) obtêm-se, respectivamente: 

02 =Φ∇  (69) 

 

0=×∇+Φ∇− A                      nas zonas de fronteira molhada (70) 

 
A condição de fronteira dinâmica de superfície livre é obtida verificando a 

equação (65) na superfície livre: 

( )θη ,rz =  (71) 

 
Substituindo a equação (68) na equação (65), e equiparando os gradientes e 

variações de ambos os lados, obtém-se a condição dinâmica de fronteira de superfície 

livre do fluido em movimento (equação (72)) e a equação diferencial para o vector 

potencial (equação (73)): 

const
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(73) 
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A equação expressa em (73) é análoga à condição patente na equação de 

difusão [Ibrahim, 2005].  

A condição de fronteira de superfície livre do fluido condiciona a velocidade 

vertical das partículas do fluido a ser igual à velocidade vertical da superfície livre em 

si própria [Ibrahim, 2005]: 

tz ∂
∂=

∂
Φ∂ η

 
(74) 

 
É útil estabelecer a influência da viscosidade do fluido no movimento na 

superfície livre do fluido.  

As condições de fronteira em reservatórios de paredes rígidas (equação (70)) 

juntamente com a equação de continuidade (equação (69)), a equação de difusão 

(equação (73)) e a condição cinemática de superfície livre do fluido (equação (74)) 

tornam possível obter uma solução explícita para a função potencial escalar, Φ, e o 

vector função potencial, A. Podem, no entanto, ainda ser introduzidas mais 

simplificações baseadas na natureza das condições fronteira [Ibrahim, 2005]. 

Com base na formulação apresentada espera-se que Φ seja essencialmente o 

potencial de velocidades no escoamento invíscido, Φc, que corresponde ao potencial 

para o qual se verifica 0=
∂
Φ∂
n

ao nível das paredes rígidas do reservatório em que se 

encontra o fluido.  

O potencial pode ser simplificado e expresso em termos de duas componentes: 

bc Φ+Φ=Φ  (75) 

 

com Φb coorespondente a um termo associado a uma contribuição adicional muito 

reduzida. Neste caso obtém-se novas condições fronteira ao nível das paredes rígidas 

do reservatório: 

( )[ ] ( )cnAn Φ∇×=×∇×                        ao nível das paredes rígidas (76) 
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[ ]
n

An b

∂
Φ∂=×∇

                                 ao nível das paredes rígidas 
(77) 

 

Assumindo que a função potencial de velocidade, Φc, é conhecida (pelo facto do 

fluido ser ínviscido) e usando as equações (73) e (76), torna-se possível determinar o 

vector função potencial, A. Em posse de A é possível usar a equação de continuidade 

(69) e a condição de fronteira expressa por (77) para determinar a função potencial 

adicional, Φb, usando aproximações sucessivas.  

Em caso de harmónicas dependentes do tempo, A é proporcional a uma 

exponencial da forma tie ω , e a equação (73) toma a forma: 

0
2

2 =






 +∇ A
l

i

 
(78) 

 

em que 
ω
υ=l  corresponde à espessura da película de fronteira. Fora da película de 

fronteira o vector função potencial, A, apresenta um andamento claramente definido 

como exponencial.  

Considerando oscilações em regime livre, para as quais o amortecimento é 

reduzido, a frequência ω é grande quando comparada com o coeficiente de 

amortecimento α no factor de decaimento exponencial te α− .  

No corpo do fluido, incluindo ao nível da superfície livre, em zonas 

suficientement afastadas da película de fronteira, o vector função potencial, A, pode 

ser tomado como nulo [Ibrahim, 2005]. 

 As condições de fronteira são satisfeitas na superfície livre, em termos de Φc, 

que pode ser definido: 

( ) ( )
h

hz
rJnqN
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mn
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(79) 
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em que: 

( ) ( ) 
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(80) 

 

A dissipação de energia pode ser estimada usando o resultado das 

investigações de Lamb [Lamb, 1945]: 

F
t

E
2−=

∂
∂

 
(81) 

 

em que E corresponde à média da soma das energias cinética, T, e potencial, V, por 

ciclo e F2 é uma função de dissipação. As energias cinética (equação (82)) e 

potencial (equação (83)) são dadas, respectivamente, pelas seguintes equações: 

( )
mn
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qduuT
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2
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(82) 

 

2

2

1
mngqV ρ=

 
(83) 

 
em que qmn é a coordenada de superfície correspondente às ondas simétricas 

superficiais (cosnθ).  

Para oscilações amortecidas a amplitude de onda pode se escrita de acordo com 

o proposto na equação (84): 

( )ti
mnmn

mneqq αω +−= *

                               admitindo que               αω >>mn  (84) 

 

A função de dissipação, F2 , é definida de acordo com: 

( )( ) ( ) dS
n

dAF c

S t

22
2 Φ∇

∂
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rrr
µυµ

υ  
(85) 
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Na equação (85) µ traduz a viscosidade dinâmica do fluido. O primeiro integral 

da equação anterior corresponde a um integral de volume enquanto que o segundo 

corresponde a um integral de superfície sobre a superfície livre de equilíbrio. Nesta 

circunstância espera-se que o vector potencial A seja insignificante em zonas 

afastadas das paredes rígidas do reservatório. A equação diferencial do vector 

potencial A na vizinhança das paredes do reservatório pode ser integrada e o 

resultado ser substituído no primeiro integral da equação (85). O segundo integral 

traduz a dissipação na superfície livre, St [Ibrahim, 2005].  

Por introdução da equação (84) nas equações correspondentes à energia 

cinética (82) e potencial (83) e derivando em ordem ao tempo obtém-se: 

t
mnegq

t

E ααρ 22* −−=
∂
∂

 
(86) 

 

Introduzindo Φc, dado pela igualdade apresentada em (79), no segundo integral 

da equação (85): 

( ) t
mnmnc

S

egqdS
n

F
t

αµλµ 22*22
22 −=Φ∇

∂
∂−≈ ∫

r

 
(87) 

 
Da relação entre as equações (86) e (87) obtêm-se: 

22 mnt υλα =  (88) 

 

com υ correspondente à viscosidade cinemática. A relação definida pela equação (88) 

traduz uma medida do coeficiente de amortecimento da superfície livre do corpo do 

fluido. 

A equação diferencial do vector função potencial descrita na equação (80) pode 

ser resolvida assumindo que a espessura da película de fronteira, l, é muito pequena 

quando comparada com as dimensões do reservatório.  

As componentes do vector função potencial junto das paredes laterais e no 

fundo do tanque podem ser obtidas [Ibrahim, 2005] e substituídas na equação (87). 

Desta forma obtêm-se os parâmetros de amortecimento associado às paredes laterais 

e ao fundo do tanque, respectivamente: 
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Os decrementos logarítmicos associados à superfície livre (equação (88)), às 

paredes laterais (equação (89)) e ao fundo do tanque (equação (90)) são obtidos tendo 

por base a definição: 

mn

i
i ω

απδ 2=
 

(91) 

 
Assim, obtêm-se as seguintes expressões para a superfície livre do fluido, para 

as paredes laterais e para a parede de fundo do reservatório, respectivamente: 
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com: 

( )
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(95) 

 

correspondente à mn-éima frequência natural de sloshing do fluido, e σ é a tensão 

superficial.  
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Refere-se ainda que o amortecimento devido à superfície livre é muito pequeno 

quando comparado com o amortecimento associado às paredes, especialmente para 

reservatórios de grandes dimensões.  

Em jeito de resumo pode-se então definir uma expressão adequada para o 

amortecimento do modo fundamental [Ibrahim, 2005]: 
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(96) 

 

Em reservatórios de águas profundas (deep water), h/R>>1 ou h/L>>1, o factor 

de amortecimento é invariante com a razão entre a altura de fluido e a dimensão 

característica do reservatório, sendo dado pela equação (97) para reservatórios com 

geometria circular cilíndrica de paredes verticais: 

1
4

1
4

30 52.3

>

=

r
hgR

υδ

 

(97) 

 

A equação anterior foi verificada por meio de análise dimensional [Berlot et. al, 

1957]. Para além disso os autores concluíram também que se dois tanques cilíndricos 

apresentam a mesma relação de altura de água e se encontram sujeitos à mesma 

excitação dinâmica, exibem um comportamento de sloshing muito semelhante desde 

que o número de Reynolds seja preservado [Ibrahim, 2005]. 

O decremento logarírtmico do 1.º modo de sloshing não é difícil de medir, de 

facto o coeficiente de amortecimento depende muito simplesmente da altura do fluido 

em repouso, da viscosidade cinemática do fluido e das dimensões do reservatório (raio 

tratando-se de reservatórios circulares ou comprimento tratando-se de reservatórios 

rectangulares). 

A análise dimensional [Berlot et. al, 1957] e as correlações empíricas 

mostraram que o coeficiente de amortecimento do primeiro modo não simétrico em 

tanques circulares cilíndricos de paredes verticais planas é dado pela relação 

empíricas proposta em meados da década de 60 por Abramson [Abramson, 1966]: 
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(98) 

 

em que υ corresponde à viscosidade cinemática, R é o raio do tanque, g a aceleração 

da gravidade.  

Quando em presença de reservatórios de águas profundas, h/R>1, a relação 

dada pela equação (98) toma a forma: 
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π
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(99) 

 
com GA denominado número de Galileu e C traduz um coeficiente numérico cujos 

valores dependem da geometria do reservatório e da altura de fluido em repouso: 

υ

2
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2
3

gR
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(100) 

 
Esta relação pode ser generalizada para diferentes geometrias, obtendo-se: 
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2
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2
31

n

gd
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= υζ

 

(101) 

 

com d correspondente à dimensão característica do reservatório, isto é, o 

comprimento em reservatórios rectangulares ou o raio em reservatórios cilíndricos ou 

esféricos. As constantes C1 e n1, presentes na equação apresentada, podem tomar os 

valores que se indicam Tabela 2. 

Com o objectivo de minimizar eventuais forças de sloshing hidrodinâmico que 

possam criar instabilidade ao nível do reservatório, torna-se desejável suprimir em 

certas circunstâncias amplitudes excessivas de sloshing do fluido.  

Para este efeito alguns autores têm vindo a desenvolver estudos numéricos 

sobre as características dinâmicas do sloshing de fluidos viscosos em reservatórios de 

geometria arbitrária [Shemer e Kit, 1988] [Popov et. al., 1993] [Mieda et. al, 1993] 

[Tang et. al, 1993] [Jitu et. al, 1994]. 
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Tabela 2– Valores estabelecidos para as constantes C1 e n1 

Geometria Características C1 n1 

Circular cilíndrico h/R≥1.0 0.79 0.5 

 0.5 1.11 0.5 

 0.1 3.36 0.5 

Rectangular h/w≥1.0 ≈1.0 0.5 

Esférico ¾ cheio 0.66 0.359 

 ½ cheio 0.39 0.359 

 ¼ cheio 0.32 0.359 

Cónico vertical  0.81 0.5 

 

2.1.4.3. Análise modal de fluidos viscosos 

Considera-se que uma quantidade considerável do amortecimento do fluido é 

desenvolvida junto das paredes laterais do reservatório, uma vez que a grande maioria 

do movimento de sloshing ocorre na parte superior do recipiente junto da superfície 

livre do fluido.  

Para pequenas alturas de fluido, h/R<1, é expectável que a contribuição da 

adesão ao nível do fundo seja muito maior do que a contribuição ao nível das paredes 

laterais. À medida que as alturas de fluido aumentam, no sentido de h/R>1, a 

contribuição do fundo diminui sendo o amortecimento condicionado pelas paredes 

laterais do tanque e pelo amortecimento interno do escoamento viscoso que se 

desenvolve no fluido em movimento [Bauer e Eidel, 1999a] [Bauer e Eidel, 1999b] 

[Bauer e Eidel, 2002]. 

Admitindo um escoamento viscoso incompressível num recipiente circular 

cilíndrico de paredes verticais planas. Nesta situação o escoamento do fluido é 

governado pelas equações de Navier-Stokes, que podem ser definidas em 

coordenadas cilíndricas (r, θ, z), ao nível da superfície livre: 
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em que u, v e w correspondem às componentes da velocidade do fluido segundo os 

eixos r, θ e z, respectivamente.  

Em fluidos incompressíveis, o escoamento deverá satisfazer a equação de 

continuidade expressa na seguinte forma: 
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As soluções da equação anterior podem ser escritas de uma forma muito geral: 

( ) ( ) θλθ Im

0

,,,, +
∞

=
∑= t

m
m ezrUtzru

 
(106) 

 

( ) ( ) θλθ Im

0

,,,, +
∞

=
∑= t

m
m ezrVtzrv

 
(107) 

 

( ) ( ) θλθ Im

0

,,,, +
∞

=
∑= t

m
m ezrWtzrw

 
(108) 

 

( ) ( ) gzezrPptzrp t

m
m ρθ θλ −+= +

∞

=
∑ Im,,,,

0
0  (109) 

 

em que λ=ζ+iω corresponde à frequência natural complexa, onde a parte real 

corresponde ao amortecimento e a parte imaginária representa a frequência natural 

amortecida [Ibrahim, 2005].  

Substituindo as equações (106) a (109) nas equações (102) a (104) obtêm-se: 
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A solução das equações (110) a (113) deve satisfazer as condições de fronteira 

nas paredes laterais e no fundo dos tanques (equação (114)), as condições de 

fronteira cinemática na superfície livre (equação (115)), as condições de fronteira 

dinâmica na superfície livre (equação (116)) e as tensões de corte na superfície livre 

(equação (117)): 

( ) ( ) ( ) 0,,,,,,,,, === tzrwtzrvtzru θθθ                     em r=R e z=-h (114) 
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Nas equações anteriores assume-se que ρµυ /= , ρ correspondente à 

densidade do fluido, ( )tr ,,θηη =  a elevação da superfície livre do fluido acima da 

cota z=0, σ a tensão superficial e ( )trp ,,θ  corresponde à diferença entre a pressão 

fora da superfície livre do fluido e a pressão dentro da referida superfície livre [Ibrahim, 

2005] 
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As funções Um(r,z), Vm(r,z), Wm(r,z) e Pm(r,z), indicadas de (106) a (109), 

satisfazem a condição de fronteira no fundo do tanque desde que consideradas na 

seguinte forma geral: 

( ) ( ) ( ) ( ){ } ( ) ( ) ( ) ( ){ } ( )[ ]hzkrPrWrVrUzrPzrWzrVzrU TT
mmmm += cosh,,,,,,,,,,  (118) 

 
Aplicando o operador divergência em ambos os lados da equação de Stokes 

(equação (110) a (112)), obtêm-se a equação de Laplace para a distribuição de 

pressão [Ibrahim, 2005]: 
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Admitindo uma transformação complexa [Ibrahim, 2005] para as componentes 

radial e circunferencial da velocidade: 

( )GFU +=
2

1

 
(120) 

 

( )GF
i

V −=
2

1

 
(121) 

 
de tal forma que: 

iVUF +=  (122) 

 

iVUG −=  (123) 

 
Obtêm-se, por substituição nas equações (110) a (113), a equação de 

continuidade modificada:  
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A solução para U(r), V(r) e W(r) pode ser escrita na seguinte forma: 
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Com base na equação (119) é possível ainda obter uma solução para P(r) na 

forma: 
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Nas equações (125) a (127) A, B e D são constantes, 
υ

λλ
2R=  traduz o 

parâmetro adimensional equivalente ao número de Reynolds e µ foi uma variável 

introduzida de forma a simplificar algumas das verificações que serão apresentadas 

posteriormente. A determinação dos valores ξmn serão apresentadas mais adiante.  

As componentes originais da velocidade, u, v, w, e a pressão, p, podem ser 

escritas como função de r, θ, z e t, de acordo com: 
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Os coeficientes Amn, Bmn e Dmn presentes nas equações (129) a (131) podem ser 

definidos de acordo com as equações (133) a (134): 

mnmnmn AB β−=  (134) 

 

mnmnmn AD γλ−=  (135) 

 

em que os parâmetros βmn e γmn são obtidos após a utilização das mesmas 

propriedades do que usado para as funções de Bessel: 
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(136) 

 

Na determinação de ξmn deve ser verificada a condição de fronteira expressa 

pela equação (114), em r=R para reservatórios circulares cilíndricos de paredes 

verticais planas.  

Assim, aplicando a equação (114) às equações (129) a (131) obtém-se a 

equação transcendente (137) cujas raízes correspondem directamente aos valores de 

ξmn.. 
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Por outro lado na determinação das frequências naturais da superfície livre, as 

condições de superfície livre devem ser satisfeitas.  

Assim, as condições (119) permitem obter as condições que a seguir se 

apresentam: 
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Considerando a derivada em ordem ao tempo da condição de superfície 

dinâmica (equação (116)) e usando a condição cinemática (equação (115)), obtém-se: 
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No entanto, por uma questão de simplificação, pode-se efectuar a substituição 

dos três primeiros termos dentro do parentesis pelo gradiente de pressão usando a 

igualdade apresentada na equação (102):  
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Substituindo na equação anterior p  pela equação (132) e w pela equação 

(131), obtêm-se: 



 

LNEC – Proc. 0305/11/17713  37 
 

( ) ( ) ( )

( ) ( ) ( ) 0tanh2

tanh
2

1
1cosh

222

2
2

2

1

=






















+++−














−×

×














+−+×






+
−









∑

∞

=

R

r
J

R

r
Bo

OhR

r
J

R

r
Bo

OhR

h
A

mnmmnmnmn
mn

mnmnm

mnmnmnmn
mn

mn

n
mnmn

ξγξξξξλλλξ

ξλξξλβ
ξ

λξ
ξ

 

(142) 

 

em que 
R

Oh
σ
µυ=  é o número de capilaridade que fornece uma medida para a 

deformação da superfície em resposta às tensões induzidas pela capilaridade, 

σ
ρ 2gR

Bo = é o número de Bond que traduz a medida da razão entre as forças 

gravíticas e de tensão superficial.  

As equações (138), (139) e (142) constituem um conjunto infinito de séries para 

cada modo m e dependem das coordenadas radiais r/R. Para além disso cada modo 

tem um conjunto de infinito de coeficientes Amn desconhecidos. Truncando estas 

equações a um número finito de n=3N-1 obtém-se um conjunto de equações 

algébricas para os coeficientes Amn correspondentes.  

O sistema truncado das equações algébricas homogeneas representa o 

problema de valores próprios da oscilação em regime livre da superfície do fluidoe dos 

correspondentes vectores próprios [Ibrahim, 2005]. A equação (143) permite obter uma 

estimativa das frequências amortecidas: 
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ωζλ
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i mnmnmn +=
 

(143) 

 
 

2.1.4.4. Excitação lateral em fluidos viscosos 

Admitindo uma excitação lateral ao longo do eixo X, tal que x(t)=X0e
iΩt, as 

equações de Stokes e de pressão indicadas na secção 2.1.4.3. ((102) a (104)) tomam a 

seguinte forma: 
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( ) ( ) θρρθθ cos,,,,,, 0
2

0
tireXgztzrpptzrp ΩΩ−−+=  (147) 

 
As soluções das equações (144) a (147) podem ser escritas de acordo com o 

apresentado nas equações (148) a (151): 
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m
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Seguindo o mesmo procedimento que o indicado em 2.1.4.3. (equações (120) a 

(123)), obtém-se que as equações de Stokes (equações (144) a (147)) podem ser 

rescritas em termos de funções reais F e G [Ibrahim, 2005], e que para m=1 (modo 

fundamental de vibração) a equação de continuidade toma a seguinte forma: 
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(152) 

 
A condição de fronteira dinâmica de superfície livre toma a forma: 
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Admitindo uma solicitação do tipo x(t)=X0e
iΩt , então a solução para U(r), V(r) e 

W(r), , pode ser escrita de acordo com o indicado nas expressões seguintes: 

( )


















Ω
−

−














Ω−+
















Ω
+














Ω−=

R

r
J

i
D

R

r
iBJ

R

r
J

i
D

R

r
iAJrU

ξξ

ξξξξ

0*

2
02*

2
2

2

1

2

1

2

1

2

1

 

(154) 

 

( )


















Ω
+

+














Ω−−
















Ω
+














Ω−=

R

r
J

i
D

R

r
iBJ

R

r
J

i
D

R

r
iAJrV

ξξ

ξξξξ

0*

2
02*

2
2

2

1

2

1

2

1

2

1

 
(155) 

 

( ) 
















Ω
−














Ω−=
R

r
J

i
D

R

r
iCJrW mn

ξξξ 1*
*2

1

 
(156) 

 
em que: 
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Seguindo os mesmos passos que na secção anterior, os valores de ξ (Ω*) 

obtém-se a partir das raízes da seguinte equação: 
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À semelhança do apresentado em 2.1.4.3., as componentes originais da 

velocidade, u, v, w, e a pressão, p, podem ser escritas como função de r, θ, z e t, de 

acordo com: 
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em que: 

nnmn AB β−=  (163) 

 

nnmn AiD γ*Ω−=  (164) 

 

em que os parâmetros βmn e γmn são obtidos para uma particularização (m=1) das 

equações (135) e (136): 
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Por substituição das componentes da velocidade (equações (159) a (161)) nas 

condições definidas por (117) para a superfície livre do fluido, obtêm-se as expressões 

equivalentes às equações (138) e (139): 
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Substituindo também as componentes da velocidade (equações (159) a (161)) e 

a expressão que traduz as pressões no líquido (equação (162)) na condição de 

fronteira dinâmica de superfície livre (equação (153)), obtém-se a seguinte equação 

algébrica não homogénea (equivalente ao apresentado na equação (142)): 
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As equações (167) a (169) constituem um conjunto de três equações algébricas 

não homogéneas que podem ser resolvidas após truncatura. A solução numérica 

obtida fornece valores para os coeficientes An, Bn e Dn. As distribuições de velocidade 

e pressão dadas pelas equações (159) a (162) [Ibrahim, 2005].  

Integrando a condição cinemática de superfície livre, dada pela equação (117), 

é possível determinar-se a elevação da superfície livre do fluido.  
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A componente da força hidrodinâmica ao longo do eixo x é obtida pela 

integração da distribuição de pressão e das tensões viscosas sobre a projecção da 

área nas paredes do reservatório: 
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Quando resolvidos os integrais a expressão (171) toma a seguinte forma 

simplificada: 
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(172) 

 

em que m0 corresponde à massa total de fluido no interior do reservatório. 

A dependência de η e Fx do parâmetro frequência de excitação, 

F0/(m0υ2X0/R
4), foi investigada [Bauer e Eidel, 1999b], tendo-se verificado que a 

frequência de ressonância aumenta com a diminuição da altura de fluido no interior do 

tanque.  

A elevação da superfície livre aumenta com a relação r/R para uma dada 

frequência de ressonância. No entanto, a força lateral decresce com a altura de fluido 

na ressonância. Em ambos os casos, a viscosidade do fluido e a tensão superficial 

induzem a que a resposta dinâmica do fluido seja limitada na ressonância [Ibrahim, 

2005]. 
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2.1.5. Vibração em regime livre 

2.1.5.1. Reservatórios rectangulares 

Dependendo das dimensões dos reservatórios rectangulares (Figura 2), o 

comportamento e escoamento de fluidos no seu interior, pode ser tratado como um 

escoamento bidimensional ou tridimensional: 

 
Figura 2 – Tanque com geometria rectangular 

Assim em presença de comprimentos bastante elevados (L→∞), pode-se 

assumir como muito adequada e com soluções bastante aproximadas uma situação de 

escoamento bidimensional. Neste caso a função de potencial de velocidades deve 

satisfazer a equação de Laplace definida pela expressão (173) [Ibrahim, 2005]:  

2

2

2

2

yx ∂
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∂
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(173) 

 
A solução da equação (173), admitindo as condições de fronteira definidas por 

(174) e (175): 
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é dada por: 
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(176) 

 
em que: 

( )
L

m
km

π12 −=                                 para modos assimétricos (177) 

 

L
m

km
π2=

                                      para modos simétricos 
(178) 

 

Para reservatórios de água profundas, em que se observe h/L>2, tanh(kmnk)≈1, 

as frequências naturais da superfície livre do fluido são obtidas da equação (179): 

( )hktahngk mmm =2ω  (179) 

 
Se for considerada a tensão superficial, então numa zona de contacto de 

deslizamento, a frequência natural toma a forma: 

( )hkkgk mmmm tanh
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(180) 

 
A elevação da superfície do fluido é descrita por: 
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(181) 

 
A equação anterior combina ondas simétricas e assimétricas. Os modos 

simétricos são dados pela primeira parte da equação (181): 

( ) [ ] ( )hktxk
g

tx mnm
m
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=

=
1

1

 
(182) 

 
Para determinados valores de x a superfície do líquido movimenta-se para cima 

e para baixo, e para determinado valor de t a forma da superfície é análoga à de uma 
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curva coseno, sendo que as ondas deste tipo não apresentam qualquer tipo de 

propagação no espaço [Ibrahim, 2005]. 

Por outro lado a forma dos modos assimétricos é dada pela segunda parte da 

equação (181): 

( ) [ ] ( )hktxk
g
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m
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=

=
1

1

 
(183) 

 
De uma forma mais geral, e referindo-se a reservatórios análogos ao indicado 

na Figura 2, alguns autores [Graham e Rodriguez, 1952] definiram a velocidade 

potencial em três dimensões: 
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(184) 

 
em que l e b são, respectivamente, o comprimento e a largura do tanque, 

( )( ) ( )( )2222 22 lnLmkmn // += π  e m e n correspondem a valores inteiros positivos.  

A frequência da superfície livre da situação referida anteriormente é dada por: 

( )hktahngk mnmnmn =2ω  (185) 

 
Se for considerada a tensão superficial então a expressão anterior toma uma 

forma semelhante à expressão (180), definida para o espaço bidimensional: 

( )hkkgk mnmnmnmn tanh
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(186) 

 
Com base na expressão anterior a elevação da superfície da onda que se 

forma durante o movimento pode ser escrita: 
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É importante não esquecer que a dependência temporal da elevação da 

superfície do fluido resulta da variação da posição do centro de massa do reservatório 

[Lorell, 1952]. 

Muitas têm sido as técnicas desenvolvidas com o objectivo de medir a variação 

da altura da superfície livre dos fluidos durante a ocorrência do fenómeno de sloshing 

no interior de reservatórios [Whittenburry et. al, 1959] [Wilner et. al, 1960] [Crews e 

Earth, 1963] [Muenz e Marcello, 1964] [Sturtevant, 1966] [Lindstrom et. al, 1969]. 

As frequências fundamentais de sloshing em reservatórios rectangulares têm 

sido amplamente investigadas por via experimental e analítica, com provas de uma 

excelente adequação entre resultados [Ibrahim, 2005]. 

 

2.1.5.2. Reservatórios circulares cilíndricos de paredes verticais planas 

Os reservatórios cilíndricos podem ter paredes verticais planas não 

apresentando qualquer tipo de divisórias internas (Figura 3) ou podem apresentar 

divisórias ou septos interiores (Figura 4).  

Neste último caso as alterações introduzidas traduzem um aumento 

significativo da frequência natural de vibração do fluido no interior do reservatório 

[Ibrahim, 2005]. 

 
Figura 3 - Tanque circular simples 
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    a)  b)      c) 

Figura 4 - Tanque circular cilíndrico: a) com septo anelar, b) tubular e c) com septos 
interiores, adaptado de [Ibrahim, 2005] 

Relativamente à situação mais simples (Figura 3) uma solução possível da 

equação de Laplace, que verifique as condições de fronteira nas paredes e no fundo 

do reservatório apresentadas nas equações (26) e (27), corresponde a: 

( ) ( ) ( )[ ] ( ) ( )[ ]
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m n
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λλθβθαθΦ
cosh

cosh
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∞

=

∞

=0 1  
(188) 

 

em que αmn e bmn são funções dependentes do tempo determinadas a partir das 

condições iniciais da superfície livre do fluído, Jm(λmnr) é a função de Bessel de 

primeira ordem e λmn=ξmn/R corresponde às raízes de [Ibrahim, 2005]: 

( )
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=Rr

mnm

r
rJ λ

 
(189) 

 
As análises propostas para reservatórios circulares de paredes verticais planas 

podem ser simplificadas de uma forma muito significativa, em circunstâncias em que o 

campo de equações para o escoamento do fluido surge como linearizado para 

deslocamentos de amplitude reduzida.  

As frequências modais são determinadas a partir da condição de fronteira de 

superfície livre [Ibrahim, 2005]: 
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Fazendo a primeira derivada da equação anterior em ordem ao tempo e 

introduzindo o indicado na equação (3), obtêm-se: 
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(191) 

 

Se as funções αmn e bmn forem expressas como harmónicas, do tipo sinωmnt , 

podem-se obter as frequências naturais da superfície livre do líquido por substituição 

da equação (188) na equação (191): 
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(192) 

 
A expressão acima indicada aproxima um valor constante para h/R>2, dado 

pela relação que a seguir se apresenta: 
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(193) 

 
Usando a equação de Laplace e se for considerada a tensão superficial, a 

condição de fronteira de superfície livre combinada com a condição cinemática patente 

na equação (191) permite obter, [Ibrahim, 2005]: 
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(194) 

 
Neste caso em particular a frequência natural é dada por: 
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(195) 

 
Este resultado é válido para a linha de contacto de deslisamento, revelando 

que a tensão superficial causa um aumento significativo ao ao nível das frequências 

modais do sistema [Ibrahim, 2005]. 

A elevação da superfície do fluido, medida relativamente à superfície em 

repouso, é obtida por substituição dos valores definidos pela equação (188) na 

equação (190): 
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(196) 

 

em que mnα  e mnβ  correspondem a coeficientes constantes que são determinados a 

partir das condições iniciais.  

Os modos simétricos e assimétricos de sloshing tomam as seguintes formas, 

respectivamente: 
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( ) [ ] ( ) ( )( )thrJm
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(198) 

 
Estas fórmulas permitiram encontrar, para tanques circulares de paredes 

verticais planas, uma excelente concordância entre resultados analíticos e 

experimentais no que refere aos três primeiros modos de vibração [Eulitz, 1958] 

[McCarty e Stephens, 1960] [Werner e Coldwell, 1961] [Kuttler e Sigillito, 1984]. 

 

2.1.6. Vibração em regime forçado 

A excitação forçada de fluidos no interior de reservatórios apresentando 

diferentes geometrias é tratada com base na teoria linear das pequenas oscilações 

quer na direcção principal (definida por, horizontal ou lateral), quer para rotações pitch, 

yaw e roll.  

Refere-se que, por uma questão de simplificação, para tanques circulares de 

paredes verticais planas e fundo plano assume-se que a superfície livre do fluido 

oscila de uma forma plana sem qualquer tipo de rotação derivada da geometria das 

suas paredes laterais [Ibrahim, 2005]. 
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2.1.6.1. Tanques rectangulares 

A problemática subjacente à excitação em regime forçado de reservatórios 

rectangulares tem vindo a ser estudada desde a segunda metade do século XX no 

âmbito de variados projectos de investigação, que tem vindo a contemplar não apenas 

as simples solicitações laterais de translação mas também as excitações pitching, 

yawing e roll [Graham, 1951] [Graham e Rodriguez, 1952] [Eide, 1964] [Ghali, 1965] 

[Momoi, 1965] [Bauer, 1966a] [Bauer, 1966b] [Bauer e Villenueva, 1967a] [Bauer e 

Villenueva, 1967b] [Scarsi e Brizzolara, 1970] [Kimura et. al., 1996b] 

As diferentes formulações obtidas baseiam-se na adopção de diferentes tipos 

de estimativas para a aproximação dos valores das pressões hidrodinâmicas, forças e 

momentos nas paredes laterais e de fundo dos reservatórios [Ibrahim, 2005]. 

 

2.1.6.1.1. Solicitações laterais 

Admitindo um reservatório rectangular rígido sujeito a solicitações laterais 

sinusoidais x(t) de pequena amplitude e assumindo também que não se identifica 

grande nível de amplificação do movimento, pelo que a resposta do fluido apresenta 

amplitude igualmente reduzida, o campo de equações que define o escoamento para 

um movimento bidimensional  toma a seguinte forma: 
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As condições de fronteira dinâmica e cinemática ao nível da superfície livre 

(202) e (203) podem ser combinadas permitindo obter apenas uma equação 

equivalente, dada por: 

xX
tz

g &&&=
∂
∂+

∂
∂

2

2ΦΦ ~~

 
(203) 

 

A função potencial total corresponde à soma da função de fluido perturbado, Φ~  

(solução da equação de Laplace apresentada em (199) e que satisfaz as condições de 

fronteira explicitadas de (200) a (202)) com a função potencial do próprio reservatório, 

0Φ  [Ibrahim, 2005].  

O processo de avaliação da função potencial de velocidades total, Φ, para 

fluido em reservatórios rectangulares sujeitos a solicitações laterais permite obter o 

seguinte resultado: 
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em que: 
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(205) 

 
corresponde ao quadrado da frequência natural da superfície livre do fluido.  

A elevação da superfície livre do fluido determina-se por substituição na 

equação (204) dos valores dados pela equação (201): 
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(206) 

 
As ondas de superfície compreendem uma onda simples expressa pelo 

primeiro termo na equação (206) e um grupo de ondas sinusoidais simétricas.  

A pressão em qualquer ponto dentro do domínio do fluido é dada por: 
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A pressão hidrodinâmica em qualquer ponto da parede lateral, x=L/2, e em 

qualquer ponto do fundo do reservatório é dada, respectivamente, por: 

( ) ( )

( ) ( ) ( )










































Ω−
Ω








 ++








 ++
+×ΩΩ= ∑

∞

=0
22

2

22
0

4

12cosh12

12cosh

2
sin

n n
w

L

L

h
nn

L

hz
n

L
tXp

ωππ

π

ρ

 

(208) 

 

( )

( ) ( ) ( )










































Ω−
Ω








 ++








 +
+×ΩΩ= ∑

∞

=0
22

2

22
0

4

12cosh12

12sin
sin

n n
b

L

L

h
nn

L

x
n

xtXp
ωππ

π

ρ

 

(209) 

 

A localização do centro de pressão, na parede lateral do reservatório, medida a 

partir da superfície livre do fluido é dada por: 
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A força hidrodinâmica total imposta pelo fluido nas paredes do reservatório é 

determinado pela integração da pressão ao longo de toda a área das paredes laterais, 

y∈±b/2 e z∈[-h,0]: 
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em que mf=ρLbh corresponde à massa total de fluido no interior do reservatório. 

O momento em torno do eixo y devido às forças na parede do reservatório 

determina-se com base na equação (212): 
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O momento em torno do eixo y devido à pressão hidrodinâmica actuante no 

fundo do reservatório é dado pela expressão seguinte: 
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Como seria de esperar, o momento total em torno do eixo y corresponde à 

soma do obtido das equações (212) e (213), de acordo com o que se indica em 

seguida: 
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2.1.6.1.2. Solicitações pitching 

Quando sujeitos a excitações pitching do tipo Ψ(t)=Ψ0sinΩt, em torno de y e 

passando pelo centro de massa impulsiva do fluido, as condições de fronteira são 

definidas da seguinte forma: 
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A solução da equação de Laplace que satisfaz as condições de fronteira (215) a 

(217), e cujo primeiro termo descreve o potencial de velocidade de um sistema rígido, 

definido pela própria estrutura do reservatório e a massa de fluido que se move 

solidária (também denominada de impulsiva) com ele, é definida de acordo com o 

patente na equação (218): 
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A força horizontal que se desenvolve ao longo do eixo coordenado X, é dada 

por: 
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em que 2
nω corresponde ao quadrado da frequência natural da superfície livre do fluido 

dada pela expressão (205). 

O momento total a actuar no reservatório, em torno do eixo coordenado Y, é 

definido de acordo com o proposto na equação (220): 
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(220) 

 

em que mf e Ify correspondem à massa total do líquido e ao momento de inércia da 

massa efectiva do fluido em torno do eixo coordenado y. O momento de inércia da 

massa efectiva desenvolvido em torno do eixo y é dado por: 
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com Isy corresponde ao momento de inércia da massa do líquido inerte (ou impulsivo) 

em torno do eixo y. 
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2.1.6.1.3. Solicitações roll 

Quando um reservatório rectangular regular se encontra sujeito a solicitações 

dinâmicas segundo o eixo Z e com um andamento definido por ϕ(t)=ϕ0sinωt, as 

condições de fronteira podem ser expressas por: 

ty
x
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∂
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cos0ϕ
                                     em x=L/2 

(222) 

 

tx
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∂
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cos0ϕ
                                 em y=±b/2 

(223) 

 

z∂
Φ∂

                                                        em z=-h/2 
(224) 

 
A solução da equação de Laplace que satisfaz as condições de fronteira 

expressas pela sequações (222) a (224) é definida com a seguinte forma: 
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(225) 

 

A parcela bidimensional da função do potencial de velocidades, expressa pela 

equação (225), satisfaz as condições de fronteira ao nível das paredes laterais do 

reservatório, enquanto que é necessário que a parcela tridimensional satisfaça a 

condição de superfície livre do fluido. 
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O momento em torno do eixo z apresenta-se de acordo com o expresso na 

equação (226): 
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A equação indicada pode ser rescrita em termos do momento de inércia do 

fluido na seguinte forma: 
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em que as frequências ressonantes são expressas de acordo com (228): 
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e Ifz corresponde ao momento de inércia da massa de líquido efectiva também 

denominada de massa convectiva: 
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2.1.6.2. Reservatórios circulares cilíndricos de paredes verticais planas 

O problema das vibrações forçadas em reservatórios circulares cilíndricos de 

paredes verticais planas e de altura constante quando sujeitos a movimentos 

horizontais (laterais) e de pitching tem vindo a ser estudado analiticamente e 

experimentalmente [Wedemeyer e Reese, 1953] [Brown, 1954] [Reese e Sewal, 1955] 

[Schmitt, 1956] [Schmitt, 1957] [Chobotov e Fowler, 1957] [Sewal, 1957] [Bauer, 

1958a] [Bauer, 1958b] [Bauer, 1959] [Bauer e Reinfurth, 1959] [Eide, 1964] [Huleux, 

1964] [Takahara et. al., 1995].  

Uma vez que se assume o fluido como invíscido, então quando se encontra 

sujeito à excitação roll, acaba por não participar no movimento do reservatório em que 

se encontra incluído.  

Se a viscosidade for considerada então torna-se necessário resolver as 

equações de Navier-Stokes, o que permitirá estimar a espessura de fluido que 

participa de uma forma directa e activa no movimento do reservatório [Ibrahim, 2005]. 

Embora ao longo dos tempos tenham sido adoptadas diferentes abordagens, 

os estudos desenvolvidos vocacionaram-se fundamentalmente para a determinação 

da massa efectiva do fluido, das forças e momentos actuantes nos reservatórios e da 

elevação da superfície livre do fluido relativamente à posição de repouso.  

Assim, indicam-se os trabalhos de Kachigan [Kachigan, 1955], Schmitt 

[Schmitt, 1956], Armstrong e Kachigan [Armstrong e Kachigan, 1961] em que foi usada 

a transformada de Laplace com o objectivo de determinar a resposta da superfície livre 

do fluído quando sujeita a excitações arbitrárias de translação e de pitching.  

Outros autores como Miles incluiram a viscosidade do fluido nos seus estudos 

[Miles, 1967]. Com cariz experimental referem-se os trabalhos de Abramson 

[Abramson, 1961] [Abramson, 1963] [Abramson e Ransleben, 1961a] [Abramson e 

Ransleben, 1961b] [Abramson e Ransleben, 1961c] [Abramson e Garza, 1965] ao 

nível da medição da distribuição de pressões, da força horizontal e do momento nas 

paredes de reservatórios circulares cilíndricos de paredes verticais planas quando 

sujeitos a excitações horizontais e de pitching.  
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Para além destes indicam-se ainda trabalhos desenvolvidos com o objectivo de 

quantificar as forças hidrodinâmicas actuantes nas paredes de reservatórios circulares 

cilíndricos sujeitos a excitações harmónicas [Kana, 1964] [Guyett, 1967]. 

 

2.1.6.2.1. Solicitações laterais 

Considerando um reservaório circular cilíndrico de paredes verticais e fundo 

plano sujeito a uma solicitação sinusoidal segundo o eixo X (Figura 5), dada pela 

expressão: 

( ) tXtX Ωsin0=  (230) 

 

em que X0 e Ω correspondem, respectivamente e de acordo com o indicado na Figura 

5, à amplitude e à frequência de excitação 

 
Figura 5 - Tanque circular cilíndrico sujeito a solicitação lateral segundo eixo x, 

adaptado de [Ibrahim, 2005] 

Assumindo que, tanto a amplitude de excitação como a resposta do fluido são 

reduzidas, o campo de equações linearizado que define o escoamento do fluído no 

interior do reservatório toma a forma: 

02 =∇ Φ~                           no interior do domínio do fluído (231) 

 



 

60  LNEC – Proc. 0305/11/17713 

 

Rr
r

=
∂
∂Φ~

 
(232) 

 

hz
z

−=
∂
∂Φ~

 
(233) 

 

0=+
∂

∂− θΦη cos
~

rX
t

g &&

                       em                ( )trz ,,θη=  
(234) 
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                                         em                 ( )trz ,,θη=  
(235) 

 

As condições de superfície livre dinâmica e cinemática (equações (234) e (235)) 

podem ser combinadas: 
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(236) 

 

Uma solução típica da equação (231) sujeita às condições explicitadas em (232) 

e (233) pode ser escrita na seguinte forma: 
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(237) 

 

Admitindo-se A1n e B1n coordenadas generalizadas variáveis no tempo. Estas 

funções são determinadas com base nas condições de superfície livre indicadas em 

(235). Supondo também que, para verificação do atrás mencionado, a coordenada r 

deve ser expressa na forma de uma série de Fourier-Bessel [Smythe, 1968] [Ibrahim, 

2005]: 
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em que: 
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Introduzindo as equações (237) e (238) na condição de superfície livre 

explicitada na equação (231), obtém-se: 

( ) ( ) ( ) ( ) ( )[ ] ( ) θωθω sincos
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A equação anterior é verificada se as coordenadas generalizadas, A1n e B1n, 

satisfizerem um conjunto linear de equações diferenciais (equações (242) e (243)): 
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Considerando um estado estacionário obtêm-se as seguintes soluções para as 

equações (242) e (243): 
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( ) 01 =tB n  (245) 

 

Substituindo as soluções dadas pelas equações (244) e (245) na equação (237) 

obtêm-se o seguinte potencial para o fluido perturbado: 
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(246) 

 

A função potencial total, Φ: 
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(247) 

 

corresponde a uma soma do potencial do fluido perturbado, Φ~ , e o potencial 

associado ao reservatório Φ0, dado por: 

trX ΩθΩΦ coscos00 −=  (248) 

 

Substituindo a equação (247) em (231), obtém-se a definição da elevação da 

superfície do fluído durante o movimento, também denominada de altura de onda: 
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A máxima altura de onda ocorre na parede lateral para r=R, θ=0 e Ωt=π/2: 
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A pressão hidrodinâmica em qualquer ponto, associada ao fenómeno de 

sloshing, pode ser determinada a partir da equação definida para as pressões: 

t
p
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(251) 

 

que, após concretização corresponde a: 
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(252) 

 

Analogamente ao verificado para a altura de onda, a pressão máxima ocorre 

também ao nível da parede lateral e para r=R, θ=0 e Ωt=π/2: 
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(253) 

 

Relativamente à distribuição de pressão no fundo do reservatório, pode-se 

afirmar com ceretza que esta ocorre para z=-h, θ=0 e Ωt=π/2: 
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(254) 

 

Com base na distribuição de pressões em altura e para diferentes níveis do 

parâmetro da frequência de excitação 
g

R2Ω
, também conhecido como número de 

Froude, é possível concluir que aparentemente o primeiro terço de fluido, medido a 

partir do fundo do reservatório, se comporta essencialmente como uma massa inerte 

ou impulsiva, enquanto que a maioria do sloshing ocorre junto da zona superficial do 

fluido [Ibrahim, 2005]. Esta observação fundamenta o desenvolvimento de modelos 

mecânicos equivalentes, apresentados mais adiante no presente relatório.  

As forças actuantes nas paredes e no fundo do reservatório obtém-se por 

integração da pressão na correspondente área da zona de fronteira. Por consideração 

de θ=0, é possível definir a força actuante segundo o eixo X [Ibrahim, 2005]: 
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que simplificando corresponde a: 
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(256) 

 

em que mf traduz a massa total do fluido existente no interior do reservatório e dada 

por: 

2hRmf ρπ=  (257) 

 

As forças actuantes ao longo do eixo Y e no fundo do reservatório surgem 

definidas de acordo com o proposto pelas equações (258) e (259), respectivamente: 
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Os momentos hidrodinâmicos associados às forças de fluido actuantes na 

parede lateral do reservatório em torno do eixo y (equação (260)), com origem na 

superfície livre não perturbada (em repouso), e no fundo do tanque (equação (261)) 

são, respectivamente: 
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(261) 
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O momento total segundo o eixo y corresponde à soma dos momentos dados 

pelas expressões definidas pelas equações (260) e (261): 

( )( )










































−

Ω−−
Ω









++ΩΩ= ∑

∞

=1 1

1

22
1

2
1

22

1

2
2

0

cosh

cosh2

1

2

42
sin

n n

n

nnn
fy

R

h
h

R

h

x
R

h

Rh
tXmM

ξ

ξ

ωξξ

 

(262) 

 

 

2.1.6.2.2. Solicitações pitching 

Considerando um tanque sujeito a movimentos de pitching segundo o eixo y 

(Figura 3) passando pelo centro de massa do fluído em repouso: 

( ) tt ΩΨ=Ψ sin0  (263) 

 

em que ψ0 e Ω correspondem à amplitude e frequência de excitação, respectivamente.  

As condições de fronteira em termos de potencial de velocidades total 

exprimem-se da seguinte forma: 

θcoscos0 tz
r

ΩΩΨ−=
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                     em r=R 
(264) 
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z
g

t                                    em z=h/2 
(266) 

 

A solução da equação de Laplace pode ser decomposta em três parcelas: 

321

~~ Φ+Φ+Φ=Φ  (267) 
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em que Φ1 satisfaz a equação (264) e ( )21

~Φ+Φ  satisfaz a equação (265). Esta última 

expressão traduz uma velocidade nula ao nível da superfície livre do fluído enquanto 

que 3

~Φ  fornece uma velocidade também nula, mas para z=-h/2. 

Obtêm-se desta forma os seguintes potenciais que satisfazem as condições 

indicadas atrás: 

θcoscos
~

01 trz ΩΩΨ−=Φ  (268) 

 

( )
( ){ }zkBzkA

RkJ

rkJ
t nnnn

n n

n sinhcoshcoscos
~

1 1

1
02 +ΩΩΨ=Φ ∑

∞

=

θ
 

(269) 

 

( )
( ) 







 +ΩΩΨ=Φ ∑
∞

= 2
coshcoscos

~

1 1

1
03

h
zk

RkJ

rkJ
Ct n

n n

n
nθ

 
(270) 

 

em que kn corresponde às raízes de 
( )

01 =∂

=Rr

n
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rkJ
. As constantes An, Bn e Cn 

correspondem a: 

( )
R

h
R

A

n
nn

n

2

1

1
1

2
11

2

ξξξ sinh−
−=  (271) 

 

( )
R

h
R

B

n
nn

n

2

1

1

3

1

2
11

2

ξξξ cosh−
=

 

(272) 

 

( ) ( )








































−






+








−−
−=

R
h

R
h

R
h

R
h

R
C

n
n

nnn

nn
n

2

2
3

12

2

22

2

ξξ

ξξξ

ξΩω
Ω

cosh

tanhcoth
 

(273) 

 

Concretizando os valores deados pelas equações (271), (272) e (273) nas 

expressões (268) a (270) obtém-se o valor total do potencial de velocidades, Φ, para 

um reservatório circular cilíndrico de paredes verticais planas sujeito a excitações de 

pitching: 
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A elevação da superfície livre do fluido 
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A parcela oscilante ou convectiva da pressão hidrodinâmica 
t

p
∂

∂= Φρ  é dada 

pela expressão (276): 
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Sendo que a pressão hidrodinâmica na parede lateral, considerando r=R, e no 

fundo do reservatório, para z=-h/2, são dadas respectivamente por: 
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A força de sloshing hidrodinâmico segundo o eixo coordenado x, admitindo 

θ=0, é dada pela equação (279): 
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em que An e Cn são parâmetros definidos, respectivamente, pelas equações (271) e 

(273). Analogamente ao observado para tanques circulares cilíndricos de paredes 

verticais planas sujeitos a solicitações laterais, força resultante da excitação de 

pitching depende de uma forma muito objectiva da frequência de excitação. [Ibrahim, 

2005] 

Os momentos das resultantes das forças hidrodinâmicas actuantes na parede 

lateral e de fundo do reservatório são definidos de acordo com as equações (280) e 

(281), respectivamente: 
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Efectuando a adição algébrica das duas componentes do momento patentes 

nas equações (280) e (281) pode-se escrever o momento total, em torno do eixo y, na 

sua forma normalizada: 

( )

( ) ( )


















+−



























−






+×

×










−
Ω−

Ω+














+






×










−







+−=
ΩΨΩ

∑

∑

∞

=

∞

=

R

h
h

R

h

R

R

h
x

R

h

R

h

R

h

h

R

R

h

R

h

x
h

R

h

R

R

h

tRhm

totalM

n
n

n

nnn
n

n

nn
n

nn

nnnf

y

ξξξ
ξξξξ

ξξ
ω

ξξ

ξξ

cosh

42

2
tanh

2
tanh3

2
coth

1

12
tanh9

2
coth

1

1

812sinh

1

22
22

2

23

2

10
2

 

(282) 

 

 

2.2. Sloshing Não-Linear 

2.2.1. Generalidades 

A teoria linear do sloshing de fluidos é adequada para a determinação das 

frequências naturais e alturas de onda ao nível da superfície livre.  
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Em presença de excitações de translacção (laterais) a teoria linear é 

igualmente útil na previsão das pressões hidrodinâmicas, forças e momentos do fluido, 

desde que a supefície livre mantenha uma forma plana com diâmetro nodal que 

permaneça perpendicular à linha que define a direcção da excitação. No entanto, esta 

abordagem não entra em linha de conta com os deslocamentos verticais do centro de 

gravidade do fluido para grandes amplitudes de movimento da superfície livre.  

Para além disso falha também ao nível da previsão dos fenómenos complexos 

que se identificam na vizinhança da ressonância ao nível da superficie do fluido. Estes 

fenómenos incluem movimentos não planares instáveis da superfície livre associados 

à rotação do diâmetro nodal (sloshing rotativo) e fenómenos caóticos (sloshing 

caótico), podendo ser compreendidos e interpretados usando a teoria das oscilações 

fracamente não-lineares (análises quantitativas) ou a moderna teoria da dinâmica não-

linear (análises de estabilidade).  

Indica-se que as principais fontes de não-linearidade no campo de equações 

que definem o escoamento de fluidos surgem precisamente ao nível das condições de 

fronteira de superfície livre [Ibrahim, 2005]. 

Os trabalhos percursores na área do sloshing lateral não-linear baseiam-se em 

técnicas de expansão assintótica [Penney e Price, 1952] [Skalal e Yarymovich, 1962] 

[Dodge et. al, 1965].  

Posteriormente [Moiseev, 1958] foram construídas funções modais 

normalizadas em termos de funções de Green de segunda ordem (função de 

Neumann).  

O método proposto por Moiseev [Moiseev, 1958] foi generalizado [Chu, 1968], 

empregando uma técnica de perturbação usando funções características para 

determinar a resposta subharmónica face a uma excitação oscilatória axial. A teoria 

proposta por Moiseev [Moiseev, 1958] permitiu também que se obtivessem soluções 

para o estado estacionário de sloshing não-linear em tanques rectangulares [Faltinsen, 

1974] [Faltinsen, 1978] [Solaas, 1995] [Solaas e Faltinsen, 1997]. As condições 

dinâmicas e cinemáticas de superfície livre foram expandidas em série de Taylor sobre 

uma posição estacionária na superfície [Hutton, 1962]. Este método foi posteriormente 

modificado e usado em muitos problemas envolvendo o fenómeno de sloshing [Rogge 

e Weiss, 1965] [Weiss e Rogge, 1965] [Abramson et. al, 1966] [Woodward, 1966] 

[Woodward e Bauer, 1970] [Ibrahim e Barr, 1975]. 
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Analogamente ao observado para o sloshing linear verifica-se uma grande 

dependência entre as frequências naturais da superfície livre do fluido registadas e a 

amplitude de excitação. As amplitudes das forças hidrodinâmicas que surgem ao nível 

do fluido em movimento apresentam o conhecido fenómeno de salto (jump 

phenomenum) em cada pico de frequência ressonante.  

Nestas condições, a forma da superfície livre deixa de ser plana, apresentando 

maior deslocamento vertical ascendente, ou na denominada crista da onda, do que 

deslocamento vertical descendente, ou na denominada cava da onda. Desta forma é 

importante que, em presença de excitações próximas da ressonância se desenvolvam 

análises não-lineares, permitindo o cálculo mais fidedigno das forças hidrodinâmicas 

que se originam ao nível do reservatório [Ibrahim, 2005]. 

A partir de finais da década de 70 foram sendo desenvolvidos estudos de 

investigação adicionais ao nível dos fenómenos não-lineares em fluídos no interior de 

reservatórios rectangulares, circulares e axi-simétricos arbitrários sujeitos a excitações 

laterais e de pitching [Kimura e Ohashi, 1978] [Komatsu, 1987] [Kimura et. al, 1996a] 

[Kimura et. al, 1996b] [Liu e Huang, 1994].  

Adicionalmente observou-se que, os movimentos não-lineares da superfície 

livre dos fluídos provocam forças hidrodinâmicas que actuam directamente nas 

paredes dos recipientes que os contém [Ibrahim, 2005]. As pressões hidrodinâmicas 

decorrentes das excitações impostas por acções sísmicas têm vindo a ser estudadas 

de uma forma continuada [Wang e Hung, 1986] [Hung e Chen, 1990] [Chen, 1994] 

[Chen, 1997] permitindo a obtenção de boas aproximações dos resultados. 

Mais recentemente, outros autores [Yin et. al, 1999] têm-se debruçado sobre 

estudos mais antigos [Luke, 1967] e usado também o princípio variacional com o 

objectivo de estimar a função potencial bem como a elevação da superfície do fluido 

em reservatórios circulares cilíndricos de paredes verticais planas sujeitos a 

movimento de pitching [Ibrahim, 2005].  

Foram também desenvolvidos mais recentemente esforços consideráveis no 

sentido de proceder à determinação da amplitude não-linear de sloshing por meio de 

um método modal [Shankar e Kidambi, 2002]. 

A resposta em regime não-linear tem vindo a ser analisada usando uma 

adaptação da teoria linear de onda de águas rasas (shallow water wave theory) 

[Shimizu e Hayama, 1987] [Ishibashi e Hayama, 1989] [Sun, 1991] [Gardarsson, 1997].  
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As ondas caóticas superficiais que surgem associadas às oscilações 

horizontais na ressonância tem vindo a ser igualmente estudadas e investigadas 

[Funakoshi e Inoue, 1987] [Funakoshi e Inoue, 1988] [Aston, 2003].  

O fenómeno da histirese associado ao movimento não-linear da superfície livre 

junto da ressonância tem também sido amplamente estudado e divulgado [Shemer e 

Chamesse, 1990] [Gardarsson, 1997] [Gardarsson, 2004]. 

Em seguida descrevem-se e apresentam-se de uma forma muito sumária os 

fenómenos não-lineares que ocorrem com mais incidência no interior de fluídos 

sujeitos a excitações dinâmicas: sloshing rotativo (c/ ou s/ movimento caótico) e 

quebra de onda (breaking waves).  

Refere-se que o fenómeno denominado “quebra de onda” (breaking waves) 

deve ser considerado com cautela uma vez que envolve mecanismos altamente não-

lineares e instáveis e, pelo facto de os estudos existentes e disponíveis se basearem 

fundamentalmente em trabalhos efectuados ao nível da engenharia costeira, o que de 

certa forma limita a aplicabilidade à situações de maior confinamento e de dimensões 

mais reduzidas, como por exemplo os dispositivos de protecção do tipo amortecedores 

de líquido sintonizado. 

 

2.2.2. Sloshing Rotativo ( Rotary sloshing) 

Este tipo de sloshing é observado tanto em reservatórios com água rasas 

(shallow water tanks) como em reservatórios de água profundas (deep water tanks) 

sujeitos a solicitações laterais. Enquanto que em reservatórios de águas rasas se 

observa um fenómeno de aumento das características não-lineares, também 

denominado de “endurecimento” das características do fluído, para os reservatórios 

denominados de águas profundas se observa o fenómeno contrário, isto é observa-se 

uma “suavização” das características não-lineares essenciais [Ibrahim, 2005]. 

 

2.2.2.1. Reservatórios de águas rasas (shallow water tanks) 

Neste tipo de reservatórios, com pouca altura de fluido, quase a totalidade do 

fluido toma parte na resposta dinâmica a excitações laterais.  
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No entanto, identifica-se uma altura de fluido crítica para a qual a superfície 

livre do fluido apresenta características de mola “endurecida-suave”. A referida altura 

crítica foi estimada para tanques circulares, variando entre 0.492 [Narimanov et. al, 

1977] e 0.51 [DiMaggio e Rehm, 1965]. 

Alguns autores [Hutton, 1964] [Kana, 1987] [Ueda et. al, 2007] tem vindo a 

desenvolver trabalho experimental na área da identificação deste fenómeno para 

diferentes alturas de fluido, tendo concluído, por exemplo, que o fenómeno de sloshing 

puro nunca ocorre.  

De facto, o que acontece é que a resposta se assemelha com um sloshing 

perfeito mas evidenciando-se claramente uma sobreposição de movimentos 

ondulatórios no sentido horário.  

Para além disso é evidente que o deslocamento da onda que surge associada 

ao fenómeno de sloshing puro se encontra quase em fase com a solicitação dinâmica 

imposta, desde que a frequência de excitação se situe bem definida e abaixo da 

ressonância, enquanto que em presença de sloshing rotativo se identifica um 

desfasamento de cerca de 180º (π).  

No entanto, à medida que a frequência da excitação vai aumentando, na 

direcção da ressonância, os fenómenos de sloshing puro e sloshing rotativo 

combinam-se e formam um fenómeno complexo no qual a fase se torna altamente 

dependente da frequência. Neste intervalo a componente de rotação pode tornar-se 

dominante.  

Finalmente, a partir de um determinado valor de frequência, qualquer aumento, 

mesmo que ligeiro, resulta novamente num fenómeno de sloshing puro associado com 

o desaparecimento da(s) onda(s) de rotação [Ibrahim, 2005].  

As evidências observadas permitiram o desenvolvimento de um modelo 

mecânico composto [Kana, 1989] que integrasse os dois regimes identificados ao 

longo das experiências efectuadas. Este modelo, integrando características de um 

pêndulo esférico associado com um pêndulo simples, será concretizado mais adiante 

no presente relatório.  
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2.2.2.2. Reservatórios de águas profundas (deep water tanks) 

Quando sujeita a excitações harmónicas, a superfície livre dos fluídos no 

interior deste tipo de reservatórios apresenta dois tipos de não-linearidades.  

Assim, o primeiro tipo corresponde a uma resposta de grande amplitude 

enquanto que o segundo envolve diferentes formas de comportamento do fluido 

produzidas por instabilidades diversas ou acoplamento de vários modos de vibração.  

O mais importante dos fenómenos não-lineares referidos corresponde ao 

sloshing rotativo, que traduz a formação de um movimento de remoinho/turbilhão no 

interior do fluido em movimento. Este tipo de movimento ocorre usualmente junto da 

frequência mais baixa ou fundamental de movimento do fluido, conforme provam 

vários estudos desenvolvidos desde meados da década de 50 [Eulitz, 1957] [Berlot, 

1959] [Graham, 1960] [Ransleben e Abramson, 1960] [Eulitz e Glaser, 1961] 

[Abramson et al., 1962b] [Abramson et. al., 1966], podendo surgir não só em 

reservatórios de secção circular mas também em reservatórios rectangulares, o que 

permite concluir que, de facto, a geometria dos recipientes não condiciona o 

surgimento de remoinhos ou turbilhões [Ibrahim, 2005].  

Relativamente ao tipo de análises desenvolvidas com o objectivo de 

compreender os fenómenos que ocorrem em reservatórios de águas profundas refere-

se a expansão do potencial de velocidades e da elevação da superfície da água em 

séries de potências em que cada termo das séries representa uma função potencial 

que é substituída na condição não-linear de superfície livre. Assim é possível obter-se 

um conjunto de equações diferenciais que deverão ser resolvidas sucessivamente 

[Ibrahim, 2005]. 

Foi também observado que o sloshing rotativo que surge em reservatórios de 

águas profundas ocorre invariavelmente tanto se o fluido apresentar algum movimento 

inicial de rotação como se tal não suceder. No entanto, este fenómeno pode também 

surgir se para além de uma excitação lateral for introduzido inicialmente ou em 

qualquer instante um ligeiro movimento de rotação adicional [Abramson, 1961b]. 

Citando Abramson [Abramson, 1961b] “é possível verificar-se que no início do 

movimento o primeiro modo de sloshing começa a sofrer alterações passando de um 

movimento puramente de translação para um movimento de rotação, sendo a 

velocidade angular numa direcção progressivamente aumentada até ser atingido um 

valor máximo que posteriormente decresce praticamente até se anular originando uma 
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inversão de direcção do movimento. Na nova direcção processa-se tudo da mesma 

forma que indicado anteriormente e de uma forma cíclica até ao movimento cessar “. 

O sloshing rotativo em reservatórios de águas profundas é análogo não só ao 

comportamento do pêndulo esférico ou cónico forçado [Berlot e Freed, 1956] [Howell, 

1957] [Troesch, 1957] [Berlot, 1959] [Miles, 1962] [Miles, 1984a] [Tritton, 1986], mas 

também ao comportamento não planar ressonante de uma mola esticada [Miles, 

1984b].  

Relativamente ao pêndulo esférico é possível concluir [Miles, 1962] que a sua 

resposta num estado estacionário se pode afastar claramente das oscilações 

puramente planas na vizinhança da ressonância. Em particular se a frequência em 

questão se encontrar num determinado intervalo, torna-se bastante difícil, se não 

quase impossível, prever de que forma se irá processar o movimento do pêndulo.  

É possível obterem-se equações diferenciais linearizadas desacopladas para 

os movimentos transversais de um pêndulo esférico, muito embora o sistema original 

corresponda a um sistema de equações não-lineares acopladas. Por resolução das 

equações diferenciais não-lineares para um estado estacionário, obtêm-se soluções 

harmónicas na vizinhança da ressonância, sendo identificados de uma forma muito 

objectiva três tipos de movimento do fluido [Hutton, 1962] [Hutton, 1964] [Gillard, 1963] 

[Weiss e Rogge, 1965] [Rogge e Weiss, 1965]: 

i) Movimento planar harmónico estável: 

ii) Movimento não-planar harmónico estável; 

iii) Movimento harmónico instável. 

O movimento planar estável corresponde a um movimento estacionário do 

fluido com um pico de altura de onda constante e um diâmetro nodal estacionário 

perpendicular à direcção da excitação.  

O movimento não-planar estável traduz um movimento estacionário do fluido 

com um pico de altura de onda constante associado a um diâmetro nodal simples que 

roda a uma taxa constante em torno do eixo vertical do tanque. Este movimento ocorre 

em primeiro lugar acima de frequência natural da superfície livre do fluido.  

O movimento instável, por seu lado, corresponde a um tipo de movimento que 

nunca atinge um estado estacionário. O movimento do fluido exibe características de 
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restituição suaves associadas ao movimento planar estável e um efeito de 

endurecimento quando surgem regimes não-planares [Ibrahim, 2005]. 

O tipo de movimentos que surgem em reservatórios de águas profundas 

continuou a ser amplamente investigado [Verhagen e WijnGaarden, 1985] [Schillinng e 

Siekmann, 1982] tendo sido possível concluir, por exemplo, que o pico da altura de 

onda, a taxa de rotação do diâmetro nodal e a sua direcção sofrem modificações 

contínuas ao longo do tempo dependentes da amplitude da solicitação imposta.  

Alguns autores [Verhagen e WinjGaarden, 1965] observaram a formação do 

fenómeno de salto hidráulico preferencialmente em reservatórios de geometria 

rectangular sujeitos a solicitações laterais. O salto hidráulico corresponde a um 

fenómeno não-linear no qual se observa um movimento periódico do fluido de um lado 

para o outro entre as paredes do reservatório que o contém [Ibrahim, 2005]. 

Posteriormente foram introduzidos parâmetros de controlo adicionais [Miles, 

1984c], como por exemplo o amortecimento, o ajuste entre frequências e relação entre 

altura de fluido em repouso e o comprimento do reservatório na direcção preferencial 

do movimento.  

Foi avaliada a estabilidade de soluções fixas com a variação dos parâmetros 

de controlo indicados, tendo sido então [Miles, 1984c] identificados quatro tipos de 

regimes de movimento:  

i) Movimento harmónico planar; 

ii) Movimento harmónico não-planar; 

iii) Sinusoidal periódico; 

iv) Sinusoidal caótico. 

Para qualquer tipo dos movimento identificados tanto pelos estudos mais 

antigos [Hutton, 1962] [Hutton, 1964] [Gillard, 1963] [Weiss e Rogge, 1965] [Rogge e 

Weiss, 1965] como pelos estudos mais recentes [Miles, 1984c] as aproximações dos 

resultados baseadas em análises de baixa ordem (por exemplo: terceira ordem) 

[Waterhouse, 1994] falham para amplitudes elevadas sendo necessário proceder-se a 

análises assintóticas da resposta da superfície livre do fluido junto da altura crítica. 

Estas aproximações deverão, no entanto, ter por base uma teoria fundamentada em 

análises de ordem superior (por exemplo: quinta ordem) [Moiseev, 1958].  
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Para alturas de fluído identificadas como críticas a resposta modifica-se de 

uma situação em que se estabelece uma analogia com uma mola de carcterísticas 

suaves (menor rigidez) para uma situação em que se identifica claramente um paralelo 

com uma mola de características endurecidas (maior rigidez) [Ibrahim, 2005]. 

 

2.2.2.3. Análise do sloshing rotativo 

Este fenómeno tem sido, como já foi referido, objecto de diversos estudos 

analíticos. Os principais resultados apresentados em seguida baseam-se nos estudos 

desenvolvidos por Hutton na década de 60 [Hutton, 1962] por serem de todos os 

efectuados aqueles que melhor aproximam os fenómenos que surgem na sequência 

de uma solicitação dinâmica. 

Admitindo reservatórios circulares cilíndricos de paredes verticais planas 

parcialmente cheios com fluidos incompressíveis, considera-se que as equações de 

campo que definem o escoamento são as apresentadas na secção 2.1.2. No entanto 

as principais fontes de não-linearidade correspondem às condições de fronteira de 

superfície livre.  

Assim, quando sujeitas a excitações laterais, x(t), as condições de fronteira de 

superfície livre cinemática e dinâmica, em z=η, podem ser escritas da forma indicada 

nas equações (283) e (284): 

( ) ηθ θη
=

=−Φ+−






 Φ+Φ+Φ−
ztzr rtxg

r
0cos

~~~1~
2

1 22
2

2
&&

 
(283) 

 

ηθθηηη
=

=Φ+Φ−Φ−
zzrrt r

0
~~1~

2
 

(284) 

 

em que o índice presente em cada caso corresponde à diferenciação em relação à 

varíavel indicada e o(s) ponto(s) traduz(em) derivadas temporais.  

Expandindo em séries de Taylor as duas equações anteriores, para z=η=0, 

obtém-se [Ibrahim, 2005]: 
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Pode-se exprimir a função do potencial de velocidade (equação (287)) e a altura 

de onda (equação (288)) em termos de séries de Fourier no espaço, em que os 

coeficientes indicados são variáveis com o instante temporal: 

( ) ( ) ( ) ( )[ ]
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(287) 

 

( ) ( ) ( )∑∑
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=
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cos,,
m n

mnmmn mrJtatr θλθη
 

(288) 

 

em que αmn(t) e amn(t) são coordenadas generalizadas dependentes do tempo.  

O acoplamento dos modos de vibração para o fenómeno considerado surge se 

forem considerados termos não-lineares para αmn(t) e amn(t). Para além disso torna-se 

também importante conhecer a ordem de magnitude de αmn(t) e amn(t) para se decidir 

quanto ao número de modos significativos para a análise, o que permite limitar o 

problema a um número finito de equações correspondentes precisamente ao número 

de modos identificados como apresentando significância para o fenómeno [Ibrahim, 

2005]. 

Continuando a seguir o preconizado por Hutton [Hutton, 1962] é possível, por 

uma questão de simplificação, combinar as duas equações indicadas ((283) e (284)) 

em apenas uma. Em primeiro lugar, a equação (283) pode ser reescrita na forma: 
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( ) ( ) θηθη θ cos
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(289) 

 

Considerando as derivadas parciais da altura de onda no que refere ao tempo 

e às coordenadas polares (r,θ) é possível obter-se: 
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( ) θηθθηθθ ηηη Γ=Γ−→Γ+Γ= gg
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em que zzzzrzrzt
r

ΦΦ−ΦΦ






−ΦΦ−Φ=Γ ~~~~1~~~
2 θθη  

Após multiplicação de ambos os lados da equação (284) por (g-Γη) e substituindo os 

termos resultantes das equações (290) a (292), a equação (284) toma a forma que a 

seguir se identifica: 
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A definição completa do problema dos valores de fronteira compreende as 

equações (285) e (286), 0
~2 =Φ∇  e as condições de fronteira nas paredes e no fundo 
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do tanque, 0
~

=
∂
Φ∂
n

, em que n corresponde à normal positiva à fronteira sólida. Uma 

solução possível para o potencial de velocidades deverá satisfazer necessariamente 

as condições de fronteira definidas [Ibrahim, 2005]. 

Face à natureza não-linear das condições de fronteira da superfície livre 

definidas pelas equações (285) e (286) foi possível definir-se [Hutton, 1962] uma 

solução que traduzisse o acoplamento não-linear verificado entre os diferentes modos 

de sloshing rotativo.  

Assim, admitindo uma excitação sinusoidal, de acordo com cálculos 

simplificativos propostos, obtêm-se o seguinte potencial de velocidades 

correspondente a uma solução planar estável [Ibrahim, 2005]: 
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com os coeficientes definidos: 
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em que γ corresponde à amplitude da resposta, ε define a amplitude de excitação e 

λmn traduzem os valores próprios que determinam a estabilidade da solução fixa 

A elevação da superfície livre da onda que corresponde à primeira harmónica é 

dada por [Ibrahim, 2005]: 

( ) ( ) ( ) ( )( )( )]

( ) ( ) ( )( ( )) ( )

( )( ( )) ( ) tRJhh

RJhhRJh
g

RJhh
g

RRJ
g

nn
n

n

nn
n

n

Rr

Ω









Ω+





+Ω+


×−












−+×++Ω=

∑

∑

∞

=

∞

=

−

==

sintanh2tanh

tanh2tanhtanh
4

tanh51tanh
8

2221111
1

22

0001111
1

0011111
311

3
11111

2
11

3
11

111
3

2

0

λλλλλ

λλλλλλλγλ

λγλλλλγεεη θ

 

 
 
 

(301) 

 

A distribuição da pressão hidrodinâmica é obtida usando a equação não-linear 

de Bernoulli [Ibrahim, 2005], definida por: 

( ) 0cos
~~

2

1
~

prxgz
t

p +







+Φ∇Φ∇++

∂
Φ∂−= θρ &&

 
(302) 

 

A partir da equação (302) torna-se possível definir a força hidrodinâmica 

actuante ao nível das paredes do reservatório segundo o eixo x [Abramson et. al., 

1966]: 

21

2

0

cos FFdxdpRF
h

Rrx +≅= ∫ ∫
−

=

η π

θθ
 

(303) 

 

com F1 e F2 definidos de acordo com as equações (304) e (305):  
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em que: 
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AAz 11λ=  (311) 

 

Os valores dos parâmetros indicados nas equações (306) a (311) foram 

confirmados por meio de estudos experimentais e numéricos [Hutton, 1962] 

[Abramson et. al., 1966]. 

 

2.2.2.4. Fenómenos caóticos 

O sloshing caótico traduz um movimento instável da superfície livre do fluido, 

devendo a sua origem a não-linearidades presentes inicialmente ou a alguma 

sensibilidade face a determinadas condições incialmente ou durante a ocorrência da 

excitação.  

Alguns dos percursores nesta área empregaram a formulação Lagrangeana e 

Hamiltoniana, para estudar o movimento da superfície livre de um fluido, em termos de 

coordenadas generalizadas para ondas gravitícas não-lineares em recipientes 

circulares cilíndricos sujeitos a excitações harmónicas horizontais simples [Miles, 

1976] [Miles, 1984c].  

A elevação da superfície livre da onda pode ser expressa em termos de uma 

expansão modal, como se indica [Ibrahim, 2005]: 

( ) ( )θηη ,rt nn Ψ=  (312) 

 

em que r e θ correspondem a coordenadas polares, os índices n indicados 

correspondem aos modos participantes, ηn são as coordenadas generalizadas e ψn a 

forma das funções modais que correspondem ao conjunto completo de funções 

próprias ortogonais determinadas a partir das equações (313) a (315): 

( ) 022 =Ψ+∇ nnk  (313) 
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em que δmn corresponde ao delta de Kronecker e kn o valor próprio (ANEXO). 

A energia cinética correspondente à equação (312) é dada por: 

( ) nmmnSadsdzT ηηρρ &&
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(316) 

 

com S correspondente à secção transversal do reservatório circular cilíndrico de 

paredes verticais planas, os coeficientes inerciais amn tem dimensões de comprimento 

e podem ser aproximados por uma truncatura quadrática [Ibrahim, 2005]: 
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em que 
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≡=  representa o comprimento de um pêndulo equivalente e 

ωn corresponde à n-ésima frequência natural de vibração da superfície livre do fluido 

nmlmnlmnlmn aaDCa −=  (318) 

 

( ) nmijminmjlmnjlmn aaaDDaaDa 1ln2++−=
 (319) 

 

As constantes presentes nas equações (318) e (319) são descritas e avaliadas 

nos estudos preconizados por Miles [Miles, 1984d]. 

Para esta situação a energia potencial é definida como: 
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com ( )tXu ΩΩ−= cos0
2

&  correspondente à aceleração horizontal do tanque e: 
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Após ser dividido por ρS, o Lagrangeano toma a forma apresentada na 

equação (324): 

( ) nmljjlmnnmllmnnnnn aaaQVTL ηηηηηηηηωηη &&&&&
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1 222
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(324) 

 

A partir da equação (324) pode ser gerado um conjunto extenso de equações 

diferenciais para qualquer número de modos de vibração do fluido no interior de um 

recipiente.  

Em presença das não-linearidades de quarta ordem presentes no 

Lagrangeano, a equação do movimento terá termos de primeira e terceira ordens ao 

nível dos modos dominantes, η1,2.  

Considerando os modos dominantes, os termos inerciais e gravitacionais 

lineares chegam a ser cancelados na vizinhança da ressonância estabelecendo-se um 

balanço entre os termos não-lineares e a força de solicitação externa.  

Os modos secundários são induzidos por termos quadráticos em η1 e η2. Os 

modos dominantes podem ser definidos como sinusoides variando de uma forma lenta 

e progressiva com a frequência, Ω [Ibrahim, 2005]. 

Na sequência do que foi descrito no parágrafo anterior pode-se definir as 

seguintes soluções para modos dominantes e modos secundários, respectivamente: 

( ) ( ){ }tqtp nnn Ω+Ω= sincos ττελη
                                (n=1,2) (325) 
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( ) ( ) ( ){ }τττλεη nnnn CtBtA +Ω+Ω= 2sin2cos2

     (n≠1,2) (326) 

 

em que ( )kh
k

tanh
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=λ  traduz um comprimento de referência, 2/2 tΩ= ετ  um 

parâmetro adimensional dependente do tempo e pn, qn, An e Cn são amplitudes 

adimensionais com uma taxa de variação muito lenta e reduzida [Ibrahim, 2005].  

As equações (325) e (326) são substituidas na expressão do Lagrangeano 

indicada em (324). Fazendo as devidas substituições indicadas por Ibrahim [Ibrahim, 

2005] obtêm-se uma forma mais simplificada e compacta para a média do 

Lagrangeano, L: 
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em que n pressupõe um somatório apenas para os í-termos referentes aos índices 1 e 

2, e os termos desconhecidos na equação (325) são definidos de acordo com: 
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É importante referir que as variáveis A e B apresentam polos simples 

(h/R=0.1523) devido à possível ocorrência de ressonância interna entre os modos 

primários (k11R=1.8412) e os modos dominantes axi-simétricos (k01R=3.8317).  

Existem no entanto outras condições de ressonância interna, se bem que 

consideravelmente mais reduzidas, entre os modos 02 e 22. Para além disso, pn e qn 

são definidas usando as equações que se explicitam em seguida [Ibrahim, 2005]: 
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(338) 

 

com H correspondente ao Hamiltoniano. A este nível pode ser introduzido, ao lado 

direito de cada uma das equações (337) e (338), o amortecimento na forma: 

22 −= ζεα  (339) 

 

em que ζ indicado na equação (339) corresponde ao coeficiente de amortecimento. 

A concretização das equações (337) e (338) incorporando o amortecimento 

permitem a obtenção de determinados parâmetros de controlo que possibiltam a 

definição do tipo de movimento (movimento harmónico planar estável, movimento 
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harmónico não-planar estável e movimento harmónico instável) observado durante a 

solicitação dinâmica a que o fluído esteve sujeito.  

Os estudos de Miles [Miles, 1984c] foram posteriormente aprofundados com o 

objectivo de estudar o tipo de mecanismo de sloshing dinâmico formado no fluido em 

movimento, nomeadamente ao nível da superfície livre [Bryant, 1989] [Krasnopolskaya 

e Shvets, 1990] [Krasnopolskaya e Shvets, 1992] [Bryant e Stiassnie, 1994] [Hsieh et. 

al., 1995] [Sun et. al., 1995] [Puchka e Kholopova, 1996].  

Nos estudos efectuados foi reportado o desenvolvimento progressivo de ondas 

não-lineares e o consequente aparecimento do movimento de sloshing caotico em 

certas zonas da superfície livre do fluido [Ibrahim, 2005].   

 

2.2.2.5. Excitação sinusoidal (sine sweep) 

As primeiras investigações desenvolvidas com o objectivo de estudar o 

movimento rotacional de fluidos junto da ressonância [Ibrahim, 2005] serviram de base 

para outros estudos que incidiram sobre diversos aspectos relacionados com o 

fenómeno de sloshing dinâmico não-linear [Narimanov et. al., 1977] [Koval’chuk et. al, 

1989] [Lukovskii, 1990] [Koval’chuk e Kubenko, 1991] [Kubenko et. al, 1992] 

[Limarchenko et. al., 1992] [Koval’chuk e Podchasov, 1996].  

Assim, numa primeira aproximação foi possível obter-se um conjunto de 

equações diferenciais que permitiram descrever a amplitude da superfície livre e a 

fase [Narimanov et. al., 1977] [Lukovskii, 1990] [Kubenko et. al, 1992], bem como um 

andamento regular dos modos das ondas quando o líquido no interior do reservatório 

se encontrava sujeito a vibrações quase-estacionárias [Koval’chuk et. al, 1989] 

[Koval’chuk e Kubenko, 1991] [Koval’chuk e Podchasov, 1996].  

Em qualquer um dos estudos referidos foi assumido que a frequência de 

excitação aumenta lentamente com o tempo, passando pela ressonância [Ibrahim, 

2005]. 

A elevação da superfície livre da onda pode ser expressa em coordenadas 

polares r e θ, na forma: 



 

LNEC – Proc. 0305/11/17713  89 
 

( ) ( ) ( )[ ] ( )rRttatr 1sin,, αθθη +=                       com                     ( ) 0≠tα&  (340) 

 

em que a(t) e α(t) correspondem à amplitude e à fase, ambas desconhecidas e 

dependentes do instante temporal, e R1(r) é função própria do problema homogeneo 

de valores de fronteira que verifica: 

( ) ( ) ( ) 0
11

12
2
1

1
2

1
2

=






 −++ rR
rdr

rdR

rdr

rRd λ
 

(341) 

 

( )
01 =

=Rrdr

rdR

                                                
( ) ∞=

=01 r
rR

 
(342) 

 

em que R corresponde ao raio do tanque e λ1 traduz o primeiro valor próprio do modo 

de sloshing anti-simétrico [Ibrahim, 2005]. 

O estudo do movimento da superfície livre de um fluido, quando sujeito a 

solicitações dinâmicas harmónicas de translação do tipo tX Ω= cos0 , permitiu, por 

meio de uma expansão assintótica a partir das condições da superfície livre, obter 

equações diferenciais acopladas com termos até terceira ordem para a amplitude e a 

fase do movimento do fluido [Koval’chuk e Kubenko, 1991] [Kubenko et. al, 1992]. 

Estas equações bem como todos os parâmetros que permitem a sua adequada 

definição encontram-se explicitados em [Ibrahim, 2005].  

Utilizando um método baseado na determinação de valores médios foi possível 

obterem-se as seguintes equações diferenciais de primeira ordem [Ibrahim, 2005]: 

( )[ ]βϑϑϑβγ
sinsincossincos

2
220 vuvu

u

X

dt

du −+−Ω=
 

(343) 

 

( )[ ]βϑϑϑβγ
sincossincoscos

2
220 vuvu

u

X

dt

dv −+−Ω=
 

(344) 

 

( ) [
( ) ]βϑϑ

ϑβγωωϑ

sinsincos

sincos
232

3

2

1 220
2

2
11

22
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vu

vu
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X
ub
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 Ω−+Ω−
Ω
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(345) 
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( ){ } ( )[ ]βϑϑβϑϑγβ
sinsincoscoscos2sin

4
22220 vuvuuvvu

uuv

X

dt

d −+−−−Ω−=
 

(346) 

 

As soluções em estado estacionário são obtidas igualando o lado esquerdo das 

expressões anteriores a zero.  

Desta forma podem-se obter as seguintes soluções possíveis para ondas que 

se propaguem na direcção radial [Ibrahim, 2005]: 

( )222
1

22
1

42
0

2

Ω−
Ω+=

ω
λ

vb

X
vu m

 
(347) 
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(348) 

 

uv

vu

m

22

tan
−=β

                                    02cos =ϑ  
(349) 

 

em que o sinal – corresponde a 1tan =ϑ  e o sinal + corresponde a 1tan −=ϑ . As 

soluções anteriores revelam-se estáveis numa determinada gama de frequências de 

excitação [Ibrahim, 2005]: 

( )
( ) ( ) ( ) 
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(350) 

 

Se por acaso o termo ( )22
1 Ω−ω  exceder um determinado valor fronteira 

indicado na equação (350), a superfície livre do fluido fica animada, numa determinada 

gama de frequências, de um movimento caótico: 
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(351) 

 

A superfície livre pode no entanto apresentar uma onda permanente 

(movimento estável) se se verificar: 
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( ) ( ) ( ) 3

1
2

2
1

12
0

24
2

2
1

22
1

3

2

22
11

0
2

3

1
1

3182

9

3
9

42

















 Ω−Ω>















 Ω−−Ω−








Ω−
Ω− ωγωω

ω
γ b

X
b

Xb

 

(352) 

 

Em presença de uma solicitação do tipo sine sweep é possível concluir que, 

tanto a amplitude como a fase exibem comportamentos periódicos e trocas de energia 

[Ibrahim, 2005].  

O deslocamento observado segundo a direcção radial, θ, ao nível da crista da 

onda, corresponde a um modo condicionado durante curtos intervalos de tempo 

quando as ondas apresentam amplitudes reduzidas.  

A posição correspondente da crista da onda ao longo da coordenada radial, θ, 

muda abruptamente e o movimento da onda é retardado. Estas características 

também podem surgir no caso do movimento quase periódico do recipiente contendo o 

fluido [Koval’chuk e Podchasov, 1996] [Ibrahim, 2005]. 

 

2.2.2.6. Excitação aleatória 

Na natureza as excitações dinâmicas são não periódicas, apresentando um 

carácter aleatório, o que torna necessário a sua modelação como um processo 

perfeitamente aleatório. A análise de processos aleatórios inclui a teoria da 

probabilidade e a teoria das equações diferenciais estocásticas [Ibrahim, 2005].  

Um processo aleatório é especificado em termos de funções estatisticas como 

por exemplo:  

i) Médias quadráticas; 

ii) Funções densidade de probabilidade; 

iii) Funções de autocorrelação; 

iv)  Funções densidade espectral de potência.  

A previsão destas variáveis estatíticas para o fenómeno de sloshing não-linear 

não é uma tarefa muito simples.  



 

92  LNEC – Proc. 0305/11/17713 

 

No entanto, é possível efectuarem-se simulações experimentais que permitam 

estimar as referidas funções. Para além disso, existem métodos analíticos [Lin, 1967] 

[Ibrahim, 1985] [Roberts e Spanos, 1990] que permitem prever de uma forma muito 

aproximada os diferentes tipos de não-linearidades presentes no interior do fluido em 

movimento, quando este se encontra sujeito a uma solicitação dinâmica de carácter 

aleatório [Ibrahim, 2005]. 

As primeiras tentativas para estudar o comportamento da superfície livre de um 

fluido no interior de um reservatório quando sujeito a uma determinada excitação 

estocástica incluiram investigação experimental [Dalzell, 1967] [Brocchini et. al, 1997] 

e investigação analítica [Mathiessen, 1976] [Aslam et. al., 1979] [Sakata et. al, 1983] 

[Sakata et. al, 1984] [Utsumi et. al, 1984] [Utsumi et. al, 1986].  

As investigações experimentais sobre sistemas apresentando comportamento 

fundamentalmente não-linear quando sujeitos a excitações aleatórias são bastante 

reduzidas, muito embora sejam muito reveladoras do complexo mecanismo dinâmico 

que se forma no fluido em movimento. As solicitações aleatórias de amplitude 

considerável impõem grande maioria das vezes rotações violentas tanto em 

reservatórios circulares cilíndricos de paredes verticais planas como em tanques 

rectangulares [Ibrahim, 2005]. 

Considerando um reservatório circular cilíndrico de paredes verticais planas 

sujeito a uma excitação aleatória, f(t), diferente de uma excitação de ruído branco, com 

amplitude modulada, e apresentando uma frequência dominante na direcção do eixo x, 

foi possível usar o princípio variacional exposto anteriormente conjuntamente com o 

método de Galerkin para derivar as equações dinâmicas discretas que definem as 

coordenadas generalizadas da função do potencial de velocidades e da altura de 

onda.  

Assim, as funções do potencial de velocidades e da altura de onda podem ser 

definidas por meio das equações (353) e (354) [Ibrahim, 2005]: 

( ) ( ) ( ){ }
( )∑∑
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em que m e n correspondem ao número dos modos circunferencial e radial, 

respectivamente.  

No entanto, é possível, através da introdução de parâmetros normalizados 

[Ibrahim, 2005] e aplicando o referido método de Galerkin às condições de fronteira 

cinemática e dinâmica, obter um conjunto de equações diferenciais para coordenadas 

generalizadas e para os diferentes modos que surgem (m=0,1,2) [Ibrahim, 2005]. 

Para além disso, a introdução de termos de amortecimento linear, com 

determinados factores de amortecimento ζi associados, permite contabilizar a 

dissipação de energia associada ao movimento que se desenvolve no fluido que se 

enconta no interior do reservatório em movimento. 

É também de referir que, considerando excitações aleatórias, o primeiro modo 

é directamente excitado pela própria excitação externa, enquanto que os outros modos 

(m=0,2) são indirectamente excitados por meio do acoplamento não-linear com o 

primeiro modo.  

A aceleração de base pode ser modelada por intermédio de um processo 

aleatório [Ibrahim, 2005]: 

( ) ( ) ( )τττ nef =''  (355) 

 

( )[ ] 0=τnE  (356) 

 

( ) ( ) ( )[ ]ττττ ∆+=∆ nnERn  (357) 

 

em que E corresponde ao valor esperado da variável, e(t) é a função envolvente 

deterministica e n(t) é o ruído Gaussiano estacionário com média nula e função de 

autocorrelação Rn(∆τ).  

Alguns autores [Sakata et. al, 1984] consideraram no processo aleatório, n(τ), 

uma função de correlação harmónica com um decaimento exponencial, de acordo com 

o indicado pela expressão (358).  
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( ) ( )τντ τγ ∆=∆ ∆− cos0eRRn  
(358) 

 

A densidade espectral de potência do processo aleatório é dada por: 

( ) ( )
( ){ }222222

222

0
4 ωγγνωπ

γνωγω
+−−

++= RSn

 
(359) 

 

Em que γ corresponde ao decaimento constante da função exponencial e ν é a 

frequência dominante do processo. 

A média e a variância do deslocamento da superfície livre do fluido, no 

processo aleatório, são determinadas tendo por base a equação (354), de acordo com 

o que se indica nas equações (360) e (361): 

[ ] [ ] ( ) [ ] ( ) θλληµ 2cos222000 rJaErJaEE +==  (360) 
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(361) 

 

É importante não esquecer que uma análise não-linear prevê uma média não 

nula para a elevação da superfície livre da onda, muito embora a excitação apresente 

média nula.  

É ainda de referir que a teoria linear de onda traduz, para a elevação da 

superfície livre do fluido, uma média nula e uma variância dada por: 

[ ] ( ) θλσ 2
1

2
1

2
1

2 cosrJaE=  (362) 

 

Relativamente aos reservatórios rectangulares pode-se referir que vários tem 

vindo a ser os autores a desenvolver estudos e a preconizar teorias que justifiquem o 

comportamento não-linear que ocorre no seu interior [Bauer, 1965] [Verhagen e 

WijnGaarden, 1965] [Faltinsen, 1974] [Khosropour et. al, 1995] [Lukovskii e Timokha, 

1999] [Lukovskii e Timokha, 2000] [Faltinsen e Timokha, 2001].  
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Os estudos efectuados permitiram concluir, por exemplo, que, perante uma 

excitação lateral aleatória, os efeitos observados no fluido presente no interior de um 

reservatório apresentam características análogas a uma mola flexível. 

Dependendo do comprimento e da largura do reservatório e da frequência de 

excitação podem surgir duas classes de ondas permanentes na ressonância:  

i) Ondas longitudinais sincronizadas cujas cristas são paralelas à 

direcção da solictação; 

ii) Ondas transversais cruzadas subharmónicas cujas cristas são 

perpendiculares à direcção da excitação.  

Geralmente o segundo tipo de ondas apresenta uma frequência 

correspondente a cerca de metade da frequência da excitação dinâmica a que o 

tanque está sujeito [Ibrahim, 2005].  

As ondas cruzadas podem ser geradas por meio da aplicação de uma 

excitação paramétrica com frequência subharmónica [Miles, 1985]. Para determinadas 

alturas de fluido foi observada a ocorrência de um movimento acoplado entre modos 

superiores para uma frequência igual a um integral múltiplo da frequância fundamental 

[Mack, 1962]. 

A teoria linear das ondas de sloshing falha na descrição correcta da resposta 

da onda na vizinhança das frequências de ressonância [Shemer et. al., 1987].  

Com o objectivo de contabilizar a amplitude finita de onda observada 

experimentalmente ao nível da frequência de ressonância torna-se necessário 

contabilizar também os efeitos não-lineares para que a dissipação possa ser 

determinante sob as mesmas circunstâncias [Kit et. al, 1987]. 

Garrett [Garrett, 1970] demonstrou que o mecanismo responsável pela 

excitação das ondas transversais cruzadas é, de facto, uma ressonância paramétrica.  

Considerando a média sobre as ondas longitudinais foi possível determinar a 

equação governativa de Mathieu para a amplitude das ondas cruzadas.  

Posteriormente [Miles, 1988] foi usada uma formulação Lagrangeana, sendo 

obtido o sistema Hamiltoniano governativo da variação da amplitude das ondas 

cruzadas.  
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No início da década de 90 alguns estudos efectuados [Shemer, 1990] [Ttsai et. 

al., 1990] permitiram a obtenção de equações médias para as ondas ressonantes 

permanentes na forma de osciladores de Duffing. As soluções numéricas obtidas para 

a equação de Schrodinger [Shemer, 1990] revelaram, para diversos valores de 

coeficientes de amortecimento ao longo do reservatório, a ocorrência da bifurcação de 

um estado estacionário simples para multiplas soluções estacionárias. Em algumas 

circunstâncias foi observada a ocorrência de movimento caótico junto da ressonância.  

As análises anteriores foram extendidas com o objectivo de incluir o fenómeno 

de ressonância simultânea das ondas longitudinais e harmónicas cruzadas 

sincronizadas e as suas interacções internas, o que resulta num sistema dinâmico 

bastante complicado [Ibrahim et. al., 2005]. 

O escoamento irrotacional bidimensional em tanques rectangulares que 

apresentem uma razão entre a altura do fluido em repouso no seu interior e o 

comprimento na direcção da solicitação que verifique h/L≤0.6 pode apresentar 

diferentes características na ressonância.  

Assim foram identificados três domínios de comportamento: finito h/L≥0.24, 

intermédio 0.1≤h/L≤0.24 e de águas rasas (shallow) h/L≤0.1, sendo cada um deles 

caracterizado por um diferente comprotamento na ressonância.  

A alteração do comportamento de sloshing associado com a diminuição da 

razão entre altura de água e o comprimento do reservatório h/L, e o aumento da 

amplitude de excitação foram também avaliados com recurso a métodos de análise 

modal envolvendo representações em séries de Fourier da altura da superficie da 

onda formada durante o movimento do fluido e o potencial de velocidade com 

coeficientes dependentes do instante temporal. [Faltinsen e Timokha, 2002] [Ibrahim, 

2005]. 

Considerando diversos estudos de cariz teórico, analítico e experimental foi 

possível definir, para ondas longitudinais permanentes, o perfil do movimento da 

superfície livre do fluido, a função potencial de velocidade, a pressão, a força e a 

respectiva frequência de vibração [Penney e Price, 1952] [Sir G. Taylor, 1954] 

[Tadjbakhsh e Keller. 1960].  

Foi também possível concluir que a dependência da frequência da amplitude 

da onda apresenta uma modificação de características associada, isto é identifica-se 

uma alteração do comportamento mais rígido para um comportamento mais fléxivel. A 
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alteração é de tal ordem que a frequência aumenta com a amplitude de excitação para 

alturas de fluido inferiores a um determinado múltiplo do comprimento de onda e 

diminui com o aumento da amplitude para alturas de fluido mais elevadas [Ibrahim, 

2005].  

Posteriormente foram ainda desenvolvidas investigações experimentais [Lin e 

Howard, 1960] [Fultz, 1962] [Hayama et. al., 1985] [Yeh, 1986] com o objectivo de 

verificar e validar os resultados de Tadjbakhsh e Keller.  

Outros estudos [Ockendon e Ockendon, 1973] permitiram obter diagramas da 

resposta amplitude-frequência em regiões junto da altura crítica onde a resposta se 

altera de uma situação com características rígidas para uma situação com 

características muito fléxiveis.  

Assim, em termos de parâmetros adimensionais [Ibrahim, 2005]: 

l

h
h

π=
 

(363) 

 

tΩ=τ  (364) 

 

l

0Xπε =
 

(365) 

 

em que o comprimento do reservatório é tomado como lπ=l e a altura de fluido como 

lh , e o campo de equações de escoamento de fluidos em reservatórios rectangulares 

tomam a forma: 

02 =Φ∇  (366) 

 

τsin=
∂
Φ∂
x                            em                 τε cos−=x     τεπ cos−=x  

(367) 

 

0=
∂
Φ∂
z                                em                 hz −=      

(368) 
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( ) ( )πττ 2,,,, +Φ∇=Φ∇ zxzx        (369) 

 

∫ =
π

η
0

0dx
 

(370) 

 

em ηε=z , as condições cinemática e dinâmica da superfície livre são, 

respectivamente: 
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em que a função do potencial de velocidade dimensional é ΦΩ=Φ 2lε  e a altura de 

onda é ηεη l= . A frequência fundamental é dada pela expressão definida pela 

equação (373) [Ibrahim, 2005]: 
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(373) 

 

Admitindo um parâmetro de ajuste da frequência, ν: 

( ) hgl tanh12 ν+=Ω  (374) 

 

A condição dinâmica da superfície do fluido, expressa pela equação (372), pode 

ser reescrita na forma [Ibrahim, 2005]: 
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(375) 

 

Para frequências afastadas da ressonância, a superfície livre do fluido é 

governada pela solução linear da equação de Laplace [Ibrahim, 2005]: 
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( ) τ
πν

sincoshcos
cosh

4
hzx

h
+≈Φ

 
(376) 

 

Mais recentemente [Waterhouse, 1994] foi também possível obter uma 

resposta uniforme válida para qualquer valor de altura de fluido e de parâmetro de 

ajuste ou sintonização, desde que sejam consideradas expressões dimensionais para 

o potencial de velocidade e elevação da superfície do fluido [Ibrahim, 2005]: 
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em que Aε=ε1/n A, n toma o valor 0,1 ou 2, dependendo da gama do parâmetro de 

sintonização. A resposta final pode ser reescrita independentement de n, na forma 

[Ibrahim, 2005]: 

( ) ( ) 0
252 tanh

4
80.1'sinh hAOAhHAhA

l

ενν εεεε =+++
 

(379) 

 

com as variáves presentes na expressão anterior definidas de acordo com o expresso 

em [Ibrahim, 2005]. 

 

2.2.3. Quebra de Onda (Breaking Waves) 

O fenómeno de quebra de onda é um fenómeno altamente não-linear que 

ocorre sempre que instantaneamente uma crista de onda se eleve muito e atinja uma 

condição de instabilidade.  

A quebra de onda ocorre de uma forma rápida e intermitente, daí que a 

especificação da frequência de ocorrência seja de grande interesse para a 

compreensão do próprio fenómeno [Ochi, 1998].  

Trata-se de um fenómeno pouco conhecido em termos do contéudo energético 

da própria onda.  
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A falta de informação e de procedimentos bem estabelecidos, mesmo da 

frequência da superfície livre, torna-se impeditiva para que se estabeleçam previsões 

adequadas [Thorpe, 1995].  

A severidade da acção imposta é importante, embora não seja o factor que 

mais condiciona a ocorrência da quebra de onda, uma vez que a forma das próprias 

ondas que se formam controla em grande medida a frequência do movimento que se 

desenvolve durante a solicitação dinâmica.  

A determinação de estimativas para a frequência de ocorrência do fenómeno 

de quebra de onda tem as suas bases na oceanografia, muito embora os critérios 

subjacentes à definição do fenómeno devam ser convenientemente esclarecidos uma 

vez que na situação em estudo se tratam de situações em que o fluido em movimento 

apresente altura finita e bem conhecida, contrarimente ao que muitas vezes sucede no 

mar.  

Este fenómeno tem vindo a ser objecto de diversos estudos e publicações 

[Michel, 1893] [Longuet-Higgins, 1963] [Dean, 1968] [Longuet-Higgins, 1969] [Banner e 

Philips, 1975] [Van Dorn e Pazan, 1975] [Nath e Ramsey, 1976] [Longuet-Higging e 

Fox, 1977] [Cokelet, 1977] [Longuet-Higgins e Cokelet, 1978] [Kjeldsen e Myrhaug, 

1978] [Ochi e Tsai, 1983] [Snyder e Kennedy, 1983] [Weissman et. al., 1984] 

[Holthuijsen e Herbers, 1986] [Xu et. al., 1986] [Ramberg e Griffin, 1987] [Ochi, 1998]. 

O critério mais difundido na comunidade ciêntífica corresponde à limitação da 

inclinação da onda de Stokes formada [Michel, 1893].  

Assim, define-se que ocorre o fenómeno de quebra de onda (breaking waves) 

quando a altura da onda formada excede 14.2% do comprimento limite de onda, que é 

cerca de 20% superior ao observado para ondas sinusoidais ordinárias com a mesma 

frequência [Ochi, 1998]: 

2027.0 gTH ≥  (380) 

 

com H correspondente à altura  e T ao período da onda, respectivamente.  

A expressão analítica proposta (380) foi validade experimentalmente por meio 

de uma série de ensaios sobre reservatórios sujeitos a excitações aleatórias.  
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No entanto, verificou-se a partir dos resultados obtidos dos testes em que 

ocorreu quebra de ondas irregulares que, o número de ondas aleatórias quebradas 

que surge é muito superior ao obtido teoricamente com base na equação (380).  

Assim foi possível definir-se uma expressão que melhor aproxime o fenómeno 

que de facto surge no interior de reservatórios e que traduza um critério mais 

adequado para a quebra de ondas irregulares que se formam no interior de tanques 

[Ochi e Tsai, 1993] 

2020.0 gTH ≥  (381) 

 

Tem vindo a surgir também outros critérios que permitem a identificação da 

ocorrência de quebra de onda, nomeadamente a definição de valores de aceleração 

descendente ao nível da crista da onda a partir dos quais ocorria o fenómeno referido.  

Por exemplo, e com base em extensos trabalhos analíticos e experimentais, 

Longuet-Higgins e Fox [Longuet-Higgins e Fox, 1977] definiram este valor como 

aproximadamente 0.39g, enquanto que Srokosz [Srokosz, 1983] aumentou este valor 

para 0.4g.  

Mais recentemente a ocorrência deste fenómeno altamente não-linear foi 

definida, com base em procedimentos experimentais, sempre que a aceleração 

descendente da crista ultrapassasse g/3 [Dawson et. al., 1993]. 

Não há dúvida que o fenómeno da quebra de onda se encontra fortemente 

associado com as características de instabilidade das ondas, daí que os estudos que 

tem vindo a ser desenvolvidos nesta área [Longuet-Higgins e Cokelet, 1976] [Longuet-

Higgins, 1978a] [Longuet-Higgins, 1978b] [Longuet-Higgins e Cokelet, 1978] [Melville, 

1982] [Sue et. al., 1982], nomeadamente ao nível da estabilidade de ondas gravíticas 

em águas profundas, sejam extremamente importantes para a compreensão do 

fenómeno não só para alturas de água infinitas (mar) mas também para alturas de 

água finitas (tanques – amortecedores de líquido sintonizado) 

Quando o fenómeno da quebra de onda tem lugar, a energia da onda é perdida 

sob a forma de turbulência e isto resulta na redução da magnitude da densidade 

espectral em determinadas frequências [Longuet-Higgins, 1969] [Tung e Huang, 

1987a] [Tung e Huang, 1987b].  
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A perda média de energia em cada ciclo pode ser avaliada assumindo que a 

altura da onda, H, durante a ocorrência do fenómeno é reduzida para uma altura limite 

de quebra, H* [Longuett-Higgins, 1969]: 




















−
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1 HH
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(382) 

 

 

3. Modelação Mecânica em reservatórios 

3.1. Estudos preliminares 

No início da década de 50 foi desenvolvido um dos primeiros modelos de 

pêndulo equivalente com o objectivo de representar as oscilações da superfície livre 

de fluidos no interior de reservatórios [Grahm, 1951].  

Posteriormente foi desenvolvido um outro modelo que consistia numa massa 

fixa ríga e uma massa pontual de sloshing ligada às paredes do reservatório, a uma 

determinada altura específica, por meio de molas [Graham e Rodriguez, 1952].  

Estes modelos foram sendo progressivamente melhorados e optimizados, 

passando-se a usar sistemas do tipo mass-mola-amortecedor ou então conjuntos de 

pêndulos simples [Ewart, 1956] [Bauer, 1960b] [Bauer, 1961] [Bauer, 1962] [Armstrong 

e Kachigan, 1961] [Abramson e Ransleben, 1961d] [Mooney et. al., 1964].  

No final da década de 60, foi desenvolvido um modelo mecânico simplificado 

para simular o comportamento dinâmico do líquido no interior de reservatórios 

rectangulares [Bauer e Villanueva, 1967b].  

Os modelos mecânicos de sloshing têm vindo a ser extendidos a reservatórios 

apresentando diferentes geometrias [Mixon e Catherine, 1964a] [Mixon e Catherine, 

1964b] [Huther et. al., 1973] [Dodge, 1996] tanto por meio de estimativas numéricas 

[Patrom, 1985] como por meio estudos experimentais [Werner e Coldwell, 1961] 

[Sumner, 1966].  
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Já durante a década de 80 há registos do desenvolvimento de ferramentas 

analíticas que permitissem a simulação do comportamento de fluidos sujeitos a 

grandes amplitudes de excitação [Berry et. al., 1981].  

Mais recentemente [Ebert, 1989] [Enright, e Wong, 1994] [Rumold, 1998] 

[Rumold, 2001] também foram usados modelos mecânicos com o intuito de simular os 

efeitos do sloshing fluidos em sistemas de vários graus de liberdade [Ibrahim, 2005]. 

 

3.2. Generalidades 

Geralmente a pressão hidrodinâmica de fluidos em recipientes rígidos 

apresenta duas componentes distintas:  

i) Uma primeira parcela directamente proporcional à aceleração do 

reservatório que é causada pela parte do fluido que se move em 

conjunto com o próprio reservatório denominada de pressão 

impulsiva; 

ii) Uma outra que resulta do fenómeno de sloshing que ocorre ao 

nível da superfície livre do fluido denominada de pressão 

convectiva.  

Com base nas componentes identificadas pode-se definir uma representação 

realista dos fenómenos dinâmicos que ocorrem no interior de recipientes fechados por 

meio de sistemas mecânicos equivalentes. A equivalência é estabelecida por meio de 

um equilíbrio entre forças e momentos actuantes nas paredes do reservatório.  

Contabilizando de uma forma adequada o modelo mecânico equivalente que 

representa o fenómeno de sloshing, o comportamento do sistema dinâmico global 

pode ser formulado de uma forma mais simplista. 

Assim, na ocorrência de movimento simples planar linear podem ser 

desenvolvidos modelos mecânicos equivalentes na forma de séries massa-mola-

amortecedor ou ainda na forma de um conjunto de pêndulos simples.  

Se por acaso ocorrer um fenómeno não-linear, como o sloshing rotativo ou o 

sloshing caótico, este pode ser conceptualizado por meio de um pêndulo esférico ou 

de pêndulos compostos [Ibrahim, 2005]. 
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Os princípios que permitem construir um modelo mecânico adequado aos 

fenómenos que ocorrem no interior de um reservatório sujeito a uma determinada 

excitação dinâmica baseiam-se no seguinte [Ibrahim, 2005]: 

i) As massas equivalentes e momentos de inércia devem ser 

mantidos; 

ii) Para oscilações de amplitude reduzida o centro de gravidade do 

conjunto deve permanecer o mesmo; 

iii) O sistema equivalente deve possuir os mesmos modos de 

vibração e produzir as mesmas forças de amortecimento; 

iv) Sob determinadas excitações, nomeadamente de pequena 

amplitude, as componentes de força e momento devem ser 

equivalentes aos valores correspondentes produzidos pelo 

sistema real. 

É indiscutível que determinados modelos mecânicos equivalentes fornecem 

uma boa representação do comportamento dinâmico da superfície livre do fluido no 

interior de reservatórios, desde que a excitação não se encontre na vizinhança da 

ressonância.  

No entanto, sobre a ressonância, os modelos mecânicos lineares deixam de 

ser completamente válidos tornando-se necessária a utilização de modelos mecânicos 

mais pormenorizados que incluam as correspondentes características não-lineares.  

A título de exemplo refere-se, por exemplo, que para representar um primeiro 

modo de sloshing de um fluido é possível usar-se um pêndulo equivalente, sendo 

identificados três regimes de comportamento dinâmico [Ibrahim, 2005]: 

i) Comportamento linear, que corresponde à situação em que 

ocorrem pequenas oscilações nas quais a superfície livre do 

fluido permanece plana sem qualquer tipo de rotação do seu 

diâmetro nodal (Figura 6). Corresponde a um regime que pode 

ser descrito por um pêndulo simples equivalente descrevendo 

pequenas oscilações com sinθ≈θ; 



 

LNEC – Proc. 0305/11/17713  105 
 

 
Figura 6 -  Modelo mecânico linear, adaptado de [Ibrahim, 2005] 

ii) Comportamento ligeiramente não-linear, que corresponde a 

oscilações de amplitude moderada durante as quais a superfície 

livre do líquido experimenta movimento não plano (Figura 7). Este 

regime é descrito por uma equação diferencial que contabiliza a 

não-linearidade que surge durante o movimento. O modelo 

mecânico equivalente corresponde a um pêndulo esférico que 

descreve um movimento com amplitude moderada a elevada de 

tal forma que se verifique sinθ≈θ-θ3/3; 

 
Figura 7 - Modelo mecânico ligeiramente não-linear, adaptado de [Ibrahim, 2005] 

iii) Comportamento fortemente não-linear (Figura 8), no qual as não-

linearidades que surgem resultam fundamentalmente de rápidas 

mudanças operadas ao nível da velocidade, associadas também 

com violentos impactos do movimento do fluido na superfície 

livre. As alterações da velocidade da superfície livre são 

geralmente tratadas como instantâneas, observando-se um salto 

ao nível do valor da velocidade (velocity jumps), o que fornece 

importantes caracteristicas do comportamento do sistema não-

linear. O modelo mecânico equivalente deste regime é um 

pêndulo que descreve impactos contra as paredes do 

reservatório; 
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Figura 8 - Modelo mecânico altamente não-linear (impacto de sloshing), adaptado de [Ibrahim, 

2005] 

Apresenta-se em seguida, de uma forma resumida, a teoria subjacente à 

definição de modelos mecânicos lineares e não-lineares equivalentes para 

reservatórios rectangulares e circulares.  

Refere-se ainda que, para determinadas geometrias mais complexas (como por 

exemplo em tanques esféricos), se torna por vezes necessário efectuar uma validação 

dos modelos propostos por meio de ensaios experimentais [Ibrahim, 2005] 

 

3.3. Modelo massa-mola-amortecedor 

3.3.1. Características gerais 

A comportamento linear de um fluido no interior de um tanque pode ser 

representado por meio de um modelo mecânico equivalente (Figura 9) que 

compreende uma massa rígida m0, que se movimenta solidária com o tanque e uma 

série de massas mn representando a massa equivalente de cada um dos modos de 

sloshing identificados.  

Cada massa modal, mn, encontra-se restringida por uma mola de rigidez Kn e 

um amortecedor Cn  
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a) b) 

Figura 9 - Modelo mecânico equivalente: a) massa-mola-amortecedor e b)massa-mola-
amortecedor com amortecimento do momento de inércia,, adaptado de [Ibrahim, 2005] 

Para o modelo mecânico equivalente apresentado devem ser garantidas as 

seguintes condições para a massa total do fluido (equação (383)) e momento de 

inércia da massa (equação (384)), respectivamente 
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Para além do indicado deve-se preservar a posição do centro de massa e 

determinar as constantes de rigidez das molas associadas a cada uma das massas 

dinâmicas a partir da definição das frequências naturais [Ibrahim, 2005].  

No caso muito particular de reservatórios circulares cilíndricos de paredes 

verticais planas é possível definir a relação entre frequências e rigidez por meio da 

equação (386). 
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Assumindo que xn corresponde ao deslocamento equivalente da massa 

relativamente à parede do tanque, x o deslocamento do tanque, ψ o movimento 
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rotacional do tanque segundo o eixo y e passando pelo centro de gravidade. O modelo 

proposto inicialmente (Figura 9a) foi estendido [Bauer, 1962a] [Bauer, 1962b] tendo 

sido introduzido um elemento leve ligado ao centro de gravidade com determinado 

momento de inércia e um amortecedor com coeficiente de amortecimento Cd (Figura 

9b).  

As equações do movimento do modelo equivalente podem ser obtidas usando 

a equação de Lagrange: 

i
iii

Q
q
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q

L
qdt

d +ℑ
∂
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(387) 

 

em que o Lagrangeano corresponde a L=T-V, qi são as coordenadas generalizadas 

(equação (388)) e Qi as forças generalizadas (equação (389)), T e V são as energias 

cinética (equação (390)) e potencial (equação (391)) e ℑ a função de dissipação de 

energia de Rayleigh (equação (392)), respectivamente [Ibrahim, 2005].  
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com nnnn mC ζω2=  e ζn o coeficiente de amortecimento do amortecedor equivalente 

introduzido no modelo simplificado 

Aplicando a equação de Lagrange indicada na equação (387), e usando as 

expressões (390) e (391) para energia cinética e potencial, respectivamente, obtêm-se 
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as equações para o movimento de sloshing do n-ésimo modo (equação (393)), para a 

força resultante (equação (394)) e para o momento (equação (395)): 

( ) 02 =−++++ ψζωψ gmxmxKhxxm nnnnnnnnnn &&&&&&&
 (393) 
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A partir da equação anterior pode ser escrito o momento de inércia da massa 

do fluido definido com corpo rígido de igual massa: 
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As equações (393) a (395) descrevem completamente o comportamento 

dinâmico do modelo mecânico equivalente tanto para movimentos de translacção 

como para movimentos de pitching [Ibrahim, 2005]. 

 

3.3.2. Excitação lateral  

Admitindo uma excitação lateral pura de translacção do tipo ( ) tXtx Ω= sin0 , 

0==Ψ γ  e amortecimento nulo, a equação de sloshing toma a seguinte forma 

[Ibrahim, 2005]: 

tXmxKxm nnnnn ΩΩ=+ sin2
0&&

 (397) 

 

A solução desta equação para um estado estacionário é dada por: 

tXx
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A equação de força traduz-se de acordo com a equação (399): 
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Finalmente, a equação do momento devido à translacção pura, definida 

relativamente ao centro de massa do líquido considerado como apresentando 

movimento solidário com o reservatório em que se encontra incluído, é definida de 

acordo com a equação (400): 
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3.3.3. Excitação de pitching  

Admitindo uma excitação de pitching segundo o eixo y do tipo ( ) tt ΩΨ= sin0ψ , 

a equação do movimento é definida de acordo com [Ibrahim, 2005]: 

( ) thgmxKxm nnnnnn ΩΨΩ+=+ sin0
2

&&
 (401) 

 

A solução da equação (401) para um estado estacionário é dada pela 

expressão: 
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A força resultante traduz-se na seguinte equação: 
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O momento em torno do eixo y é dado pela equação (404): 

( )

( ) ( ) 










Ω−
+Ω+








+++ΩΩΨ=

=++−+=

∑∑

∑ ∑

∞

=

∞

=

∞

=

∞

=

1
22

2
22

1
2

2
000

2
0

1 1

2
000

sin
n n

n
nn

n n
nn

n n
nnnnnny

ghm
g

xmhmIt

hxhmxmghmIM

ω
ω

ω

ψψψ &&&&&&&&

 

 

(404) 

 

Os valores dos parâmetros equivalentes do modelo podem ser determinados 

por comparação entre os valores correspondentes para o modelo não amortecido e os 

resultados obtidos para um fluído ideal [Ibrahim, 2005], de acordo com o apresentado 

numa secção anterior. 

 

3.3.4. Parâmetros mecânicos para reservatórios circ ulares cilíndricos  

Considerando excitações combinadas de translacção e de pitching, a força 

resultante é dada de acordo com o apresentado pela equação (405): 
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Comparando a primeira parte da expressão (405) com a equação (399) e a 

segunda parte com a equação (403), obtêm-se os seguintes parâmetros equivalentes: 



 

112  LNEC – Proc. 0305/11/17713 

 

( ) 








−
=

R

h

h

R

m

m n

nnF

n 1
2

11

tanh
1

2 ξ
ξξ  

(406) 

 



























−=
h

R

h
R

h

h

n

n

n

1

1tanh4
1

2

1

ξ

ξ

 

 

(407) 

 

( )∑∑
∞

=

∞

=









−
−=−=

1

1
2

111

0 tanh
1

2
11

n

n

nnn F

n

F R

h

h

R

m

m

m

m ξ
ξξ  

(408) 

 

Estudos desenvolvidos permitiram concluir que a dimensão da massa de 

sloshing decresce muito rapidamente para todos os modos exceptuando o primeiro 

com o aumento da relação entre a altura do fluido em repouso e a dimensão 

característica do reservatório [Ibrahim, 2005]. 

A partir da definição do centro de massa e usando as relações expressas pelas 

equações (406) a (408) pode-se escrever: 
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O momento causado pelas forças de sloshing hidrodinâmico é uma 

combinação do momento associado à translacção horizontal e à solicitação pitching, 

caso coexistam em simultâneo, que deverá ser equivalente à soma das equações 

(400) e (404): 
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Efectuando uma comparação entre a equação anterior e a soma das equações 

(400) e (404), obtêm-se: 
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em que 
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412

22 Rh
mI Fsolido

 
(412) 

 

Corresponde ao momento de inércia da massa do fluido considerada como 

solidária com o reservatório durante o movimento oscilatório.  

O momento If corresponde ao momento de inércia de massa de fluido em 

movimento em torno do eixo y e medido relativamente ao seu centro de massa. 

Considerando, por exemplo, o primeiro modo de sloshing do fluido é possível 

utilizarem-se os parâmetros obtidos por concretização de equações apresentadas nas 

secções anteriores (equações (413) a (417)): 
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Em muitas aplicações, é possível obterem-se resultados muito satisfatórios 

com recurso ao modelo apresentado e se for considerado apenas o modo fundamental 

de vibração. Esta simplificação será apresentada em trabalhos posteriores orientados 

de uma forma mais explícita para os dispositivos de dissipação de energia do tipo 

amortecedores de líquido sintonizado. 

 

3.3.5. Parâmetros mecânicos para reservatórios rect angulares  

Seguindo os mesmos passos definidos para os reservatórios circulares 

cilíndricos de paredes verticais planas, obtêm-se os seguintes parâmetros: 
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em que IsolidY é o movimento de inércia do líquido segundo y considerado como uma 

massa sólida solidária com o reservatório, I0Y é o momento de inércia da massa fixa. 

O momento de inércia do fluido segundo o eixo Y, IFY, é dado por: 
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Verifica-se que para pequenas alturas de fluido (shallow water tanks), as 

relações entre as massas modais de sloshing e a massa total do fluido são 

dependentes da frequência natural de cada modo (ANEXO), observando-se uma clara 

redução com a razão de altura, h/l. 

Se por acaso o reservatório em causa for solicitado segundo a direcção Z, o 

sistema mecânico definido pode ser composto também por uma massa fixa com o 

respectivo momento de inércia nessa direcção, I0z, e um conjunto infinito de massas 
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móveis obrigadas a rodar em torno do eixo Z. As massas móveis apresentam um 

momento de inércia, ImnZ, definido da seguinte forma: 
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Sendo o momento de inércia da massa fixa dado por: 
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em que: 
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3.4. Modelo pêndulo simples 

3.4.1. Características gerais 

O modelo compreende numa séries de pêndulos, cada um deles de massa, mn, 

e comprimento, ln, mais uma massa rígida m0 (Figura 10) 
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Figura 10 - Modelo do pêndulo simples equivalente, adaptado de [Ibrahim, 2005] 

O ponto de suporte do n-ésimo pêndulo está localizado a uma distância de Ln 

abaixo da superfície livre não-perturbada e a massa rígida a uma distância L0, mn 

corresponde à massa do n-ésimo pêndulo, nl é o comprimento do n-ésimo pêndulo, L 

o comprimento do reservatório e l a largura do reservatório. 

Admitindo, por exemplo, uma análise que não inclua dissipação de energia, 

deve-se verificar o princípio da conservação da massa: 
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Equiparando a frequência natural de um pêndulo simples, definida como 

n
n

g
l

=ω , à frequência natural do n-ésimo modo de sloshing em reservatórios 

rectangulares e cilíndricos, obtêm-se as seguintes expressões para o comprimento do 

n-ésimo pêndulo no modelo mecânico equivalente: 
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em que l e L correspondem à largura e ao comprimento do reservatório, 

respectivamente, m e n são inteiros e referem-se ao modo mn.  

Em situações em que se identifique uma excitação horizontal, x, e de pitching, 

ψ, combinadas é possível desenvolverem-se as equações do movimento do modelo, 
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tendo por base uma formulação Lagrangeana. Desta forma as energias cinética e 

potencial definem-se de acordo com o expresso nas equações (430) e (431), as 

coordenadas generalizadas e forças generalizadas de acordo com as equações (432) 

e as equações da força resultante e momento em torno do eixo y pelas equações (433) 

e (434), respectivamente: 
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A equação do movimento de sloshing é definida pela equação (435), para 

diferentes casos de solicitação dinâmica. 
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3.4.2. Excitação lateral 

Para uma excitação do tipo tXx Ω= sin0 , com ψ=0, a equação (435) toma a 

forma: 
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( ) 0=++ nnnnnnn gmxm ψψ l&&&&ll  (436) 

 

em que a resposta do pêndulo se traduz pela expressão definida pela equação (437): 
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A força de sloshing resultante (equação (438)) e o respectivo momento em 

torno do eixo y (equação (439)) podem-se obter da seguinte forma: 
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3.4.3. Excitação de pitching 

Para uma excitação do tipo tΩΨ= sin0ψ , com x=0, a equação (435) toma a 

forma: 
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em que a resposta do pêndulo se traduz da seguinte forma: 
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A força de sloshing resultante e o respectivo momento em torno do eixo y são 

dadas respectivamente pelas equações (442) e (443): 
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As equações (436) a (443) permitem obter os parâmetros do modelo mecânico 

equivalente por comparação com os modelos matemáticos que reproduzem na 

perfeição o comportamento de fluido ideal proposto e apresentado em secções 

anteriores do presente capítulo [Ibrahim, 2005]. 

 

3.4.4. Parâmetros mecânicos para reservatórios circ ulares cilíndricos 

A comparação modo a modo entre as equações de força e momento do 

modelo de pêndulo e as equações correspondentes para fluidos ideais fornece os 

mesmos valores de mn/mF e m0/mF obtidos no caso do modelo mass-mola-

amortecedor apresentado anteriormente. Os restantes parâmetros para reservatórios 

circulares cilíndricos de paredes verticais planas são dados por: 
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3.4.5. Parâmetros mecânicos para reservatórios rect angulares 

Comparando a expressão para a força hidrodinâmica devido à excitação lateral 

do reservatório com a expressão para a força total devido ao sistema de pêndulos e 

massas rígidas é possível obterem-se os seguintes parâmetros para o modelo 

mecânico simplificado: 
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O momento de inércia da massa rígida é dado por: 
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em que IF corresponde ao momento de inércia da massa do fluido medido 

relativamente ao centro de massa: 
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Tendo em conta os resultados obtidos para os modelos mecânicos 

equivalentes massa-mola-amortecedor e pêndulo simples torna-se possível 

estabelecer um paralelo entre os dois sistemas simplificados. De facto, as massas 

modais dos dois modelos são as mesmas e a rigidez da mola é equivalente ao peso 

da mola dividido pelo seu comprimento.  

Pode-se também estabelecer uma correlação muito estreita entre a posição do 

conjunto mass-mola e a posição da massa do pêndulo simples. A equivalência entre o 

momento de inércia da massa nos dois casos pode ser obtida através de algumas 

manipulações algébricas [Ibrahim, 2005]. 

Para alturas de fluido elevadas, h/R>>>2.5, as massas equivalentes e as suas 

posições tornam-se quase independentes do enchimento do reservatório dependendo 

apenas da geometria do mesmo.  

No entanto, aumentando a frequência natural por mudança da geometria do 

reservatório ou por qualquer outro factor, as perturbações penetram menos no fluido 

em movimento e consequentementa as massas associadas aos modos de ordem 

superior aproximam-se mais da superfície livre.  

Por outro lado, para alturas de fluido reduzidas, a porção de massa de sloshing 

tende para para a posição do centro de massa [Ibrahim, 2005]. 

 

3.5. Modelo de pêndulo esférico 

3.5.1. Características gerais 

Os modelos lineares equivalentes são de extrema utilidade no estudo do 

fenómeno dinâmico de sloshing, desde que a frequência de excitação não se encontre 

muito próxima das frequências modais de sloshing e a amplitude de excitação seja 

reduzida.  

À medida que a frequência de excitação se aproxima da ressonância a 

superfície livre do fluido fica animada de movimentos complexos, como já foi indicado 
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em secções anteriores. Nestes casos, os modelos lineares equivalentes falham na 

simulação dos fenómenos não-lineares que ocorrem, devendo para o efeito serem 

desenvolvidos e propostos modelos equivalentes que contabilizem as não-linearidades 

que surgem durante o movimento [Ibrahim, 2005]. 

O movimento não-linear rotacional da superfície livre do líquido pode ser 

entendido e conceptualizado por meio de um sistema não-linear de pêndulo esférico 

sujeito a uma determinada excitação forçada [Berlot e Freed, 1956] [Miles, 1962] Miles 

[1984a] [Miles, 1989] [Bauer et. al., 1965] [Bauer, 1965] [Bauer, 1966c] [Tritton, 1986a] 

[Tritton, 1986b] [Kana, 1987] [Kana, 1989] [Irons, 1990] [Bryant, 1993] [Kana e Fox, 

1995].  

Muitos destes estudos foram iniciados como forma de introduzir novas 

permissas para o estudo do problema do sloshing, nomeadamente do sloshing rotativo 

e do movimento caótico muitas vezes a ele associado.  

De facto, não há dúvida que a moderna teoria da dinâmica não-linear, com 

génese nos trabalhos de Poincaré e dos seus sucessores, tem vindo a promover a 

compreensão dos fenómenos complexos associados ao movimento da superfície livre 

de fluidos e à sua formulação por meio de um modelo de pêndulo esférico [Ibrahim, 

2005] 

O pêndulo esférico, também denominado de cónico, é um excelente modelo 

que exibe o fenómeno de ressonância interna dado que as suas frequências naturais 

em dois planos ortogonais são idênticas. As suas características dinâmicas 

assemelham-se bastante às características dinâmicas do sloshing de um fluido no 

interior de um reservatório circular cilíndrico de paredes verticais planas [Ibrahim, 

2005].   

Nos modelos de pêndulo esférico deve-se garantir que não há duplicação da 

resposta não-linear do movimento fluido, a não ser para uma determinada altura bem 

definida de acordo com as características geométricas do reservatório em estudo e do 

fluido que o preenche.  

Para além disso foi possível concluir que as previsões matemáticas com base 

em modelos de pêndulos esféricos incluindo não-linearidades concordam de uma 

forma muito favorável com os resultados de simulações experimentais [Sayar e 

Baumgarten, 1981].  
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O movimento não-linear caótico da superfície do fluido pode também ser 

explicado de uma forma análoga por meio de um modelo mecânico do tipo pêndulo 

esférico oscilante [Tritton, 1986a] [Tritton, 1986b]. 

Conhecem-se diferentes abordagens para a descrição das equações do 

movimento num pêndulo esférico em termos de diferentes sistemas de eixos 

coordenados, embora todas elas definam o pêndulo como se tratando de um sistema 

de dois graus de liberdade [Miles, 1962] [Miles, 1984a] [Kana, 1987] [Kana, 1989] 

[Kana e Fox, 1995]. 

Em finais da década de 80 foram desenvolvidos modelos analíticos 

combinando pêndulos esféricos com pêndulos simples para simular o comportamento 

da superfície livre de tanques de águas rasas (shallow liquid tanks) [Kana, 1987] 

[Kana, 1989], permitindo a consideração em simultâneo de movimentos de sloshing 

rotativo e de sloshing normal.  

Os referidos modelos surgiram em virtude de trabalhos anteriores [Kana et. al., 

1985] [Unruh et. al., 1986] terem permitido concluir que os modelos mais simples se 

tornavam incapazes de reproduzir a resposta de fluidos no interior de recipientes, por 

se identificar em certas circunstâncias, mesmo para reduzidas amplitudes de 

excitação, um movimento composto por ondas de rotação e ondas características de 

modos anti-simétricos planos.  

De facto, uma porção do fluido comporta-se como um pêndulo esférico, 

apresentando um movimento rotativo em toda uma gama de frequências abaixo, 

acima e sobre o primeiro modo de ressonância. O fluido remanescente surge animado 

de um movimento que pode ser reproduzido muito simplesmente por um pêndulo 

simples [Ibrahim, 2005]. 

 

3.5.2. Modelação do sloshing não-planar 

O modelo não-linear mecânico equivalente que contabiliza o primeiro modo de 

sloshing exibe as mesmas zonas de resposta suavizada, movimento instável e 

movimento rotativo com características delevada rigidez (endurecimento) junto da 

frequência fundamental.  
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Para além disso permite também a contabilização da influência do 

deslocamento vertical do centro de gravidade do fluido [Ibrahim, 2005]. 

O modelo consiste numa massa pontual deslizante sobre superfície parabólica 

com uma mola não-linear adicional ligada à massa de acordo com o esquematizado 

na Figura 11. 

  a)         b) 
Figura 11 - Modelo não-linear de pêndulo esférico equivalente: a) esquematizaçaõ e b) sistema 

de eixos coordenados, adaptado de [Ibrahim, 2005] 

Considerando um reservatório circular cilíndrico de paredes verticais planas 

sujeito a uma excitação harmónica segundo o eixo x, ( ) tXtx Ω= sin0 , então a 

elevação da superfície livre da onda pode ser expressa por: 

( ) ( ) ( )( )∑ Ω−−
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(453) 

 

Restringindo a análise da equação anterior apenas ao primeiro modo de 

vibração: 

( ) ( )n
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(454) 

 

em que ηw corresponde à elevação da superfície livre da onda junto da parede lateral, 

traduzida da seguinte forma:  
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Torna-se possível, a partir da definição elementar, obter expressões para os 

deslocamentos radial (rcg) e vertical (zcg) do centro de gravidade do fluido. Estes 

valores caracterizam-se por serem medidos a partir do centro de gravidade do fluido 

em repouso: 
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Eliminando ηw das equações anteriores é possível obter-se uma relação 

parabólica entre os deslocamentos radial (rcg) e vertical (zcg) do centro de gravidade do 

fluido: 
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A base fundamental do modelo mecânico de pêndulo esférico é precisamente a 

relação estabelecida pela equação (458). Desta forma, o modelo é construído de 

maneira que a parte inferior do fluido corresponda a uma massa rígida que se move 

conjuntamente com o tanque, enquanto que a massa de sloshing é representada por 

uma massa pontual cujo movimento se encontra confinado ao longo de uma superfície 

parabólica (Figura 11).  

Neste modelo assume-se como possível que a massa de sloshing exiba um 

movimento rotativo a uma frequência definida. Para além disso é introduzida no 

modelo uma mola não-linear que fornece uma força de restituição proporcional a uma 
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potência do deslocamento radial, o que fornece a rigidez necessária para o movimento 

rotativo acima mencionado [Ibrahim, 2005].  

O princípio subjacente à consideração de molas de elevada rigidez no modelo 

já tinha sido estudado anteriormente para o caso de movimentos com impacto [Hunt e 

Crossley, 1975] [Pilipchuk e Ibrahim, 2005]. 

A massa de sloshing do fluido pode ser representada por um volume de altura, 

hs, correspondente à massa modal, ms,  

A relação entre a massa de sloshing do primeiro modo, ms, e a massa total de 

fluido, mF, é equivalente à relação entre alturas, hs/h: 
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(460) 

 

Os deslocamentos do centro de gravidade da parcela de sloshing, rs e zs, 

podem ser obtidos, respectivamente, por meio das equações (461) e (462): 

222
sss yxr +=  (461) 
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em que: 
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Em posse dos parâmetros definidos anteriormente torna-se possível avançar 

para a determinação das equações do movimento do sistema equivalente com base 

na equação de Lagrange (equação (387).  

Assim a energias cinética e potencial (incluindo uma mola de orden n) são 

concretizadas pelas expressões que a seguir se definem:  
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Para a contabilização da dissipação de energia é necessário introduzir um 

elemento amortecedor, o que leva à determinação da parcela seguidamente 

apresentada: 
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com ssss mc ζω2= correspondente à constante de amortecimento e ζs o coeficiente de 

amortecimento associado à massa de sloshing. 

Adimensionalizando os deslocamentos, xs e ys, e a rigides, ks por meio das 

igualdades expressas pelas equações (467), (468) e (469), substituindo nas equações 

(464), (465) e (466) e aplicando a equação de Lagrange (equação (387)) torna-se 

possível obter um sistema de duas equações diferenciais não-lineares para o 

movimento (equações (470) e (471)). Estas equações incluem termos inerciais não-

lineares associados aos deslocamentos verificados ao nível do centro de gravidade da 

parcela de sloshing representada de uma forma simplificada pela massa ms e rigidez 

não-linear derivada da introdução de uma mola não-linear ao sistema [Ibrahim, 2005]. 
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O modelo, para o movimento planar não-linear, pode ser derivado a partir das 

equações (470) e (471), está última assumindo-se como igual a zero. Para o efeito 

define-se como solução para a equação (470) a seguinte expressão: 

( )ψ+Ω= tAX s cos  (472) 

 

em que A e ψ correspondem respectivamente à amplitude e ao ângulo de fase da 

resposta. 

Relativamente ao movimento não planar não-linear é necessário considerar o 

movimento para fora do plano, Ys, e resolver o sistema de equações acopladas 

(equações (470) e (471)). De forma asimplifcar a análise é possível considerar-se a 

situação não-amortecida [Ibrahim, 2005]. A solução para esta situação define-se 

como: 

( )ψ+Ω= tAX s cos  (473) 

 

( )ψ+Ω= tDYs sin  (474) 

 

As equações (470) e (471) são resolvidas para ambos os casos de movimento 

indicado com recurso a um método de médias de Ritz, sendo obtidas equações que 

definem as respostas em termos de relações amplitude-frequência [Ibrahim, 2005]. 
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3.5.3. Dinâmica do pêndulo esférico 

Admitindo um sistema de eixos coordenados cartesianos (x, y, z), as equações 

do movimento de um pêndulo esférico excitado segundo o eixo x por uma excitação 

harmónica, ( ) tXtx Ω= cos0 , são obtidas usando o princípio de Hamilton para o valor 

médio do Lagrangeano [Miles, 1984]: 

( ) ( )zmgzyxmL −−++= l&&&
222

2

1

 
(475) 

 

em que m e l correspondem à massa e ao comprimento do pêndulo, respectivamente. 

O Lagrangeano deve verificar a equação de continuidade, o que permite que o 

movimento do pêndulo seja perfeitamente definido em termos de coordenas 

cartesianas x e y.  

A solução pretendida deverá apresentar a seguinte forma: 

( ) ( )[ ]θτθτε sincos 11
3

1
qpx += l  

(476) 

 

( ) ( )[ ]θτθτε sincos 22
3

1
qpy += l  

(477) 

 

A trajectória do pêndulo no plano xy é gralmente uma elipse com eixos que 

variam lentamente.  

Num ponto de equilíbrio a trajectória corresponde a uma elipse fixa e bem 

definida: 

( )( ) 2222 zytxx ++−=l  (478) 

 

A relação entre os sistemas de eixos móveis e os correspondentes eixos fixos 

é dada pelas equções (479) e (480): 

( )ψθεϕϕ −≡+= cossincosˆ 3

1

Ayxx l  
(479) 
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( )ψθεϕϕ −≡+−= sincossinˆ 3

1

Byxy l  
(480) 

 

com ϕ um ângulo entre o eixo maior da elipse ( x̂ ) e o eixo original x, ( )BA,3

1

lε  semi-

eixos maior e menor e ψ  o ângulo de fase. Todos estes parãmetros apresentam uma 

variação lenta. 

Por substituição das equações (476) e (477) em (479) e (480) obtêm-se as 

equações (481) a (484).  

ψϕψϕ sinsincoscos1 BAp +=  
(481) 

 

ψϕψϕ cossinsincos1 BAq −=  
(482) 

 

ψϕψϕ sincoscossin2 BAp −=  
(483) 

 

ψϕψϕ coscossinsin2 BAq +=  
(484) 

 

Neste instante torna-se possível a determinação da média do lagrangeano 

dada pela equação (475). Assim, garantindo os termos dominantes no limite, ε→0, e 

usando o princípio de Hamilton, já mencionado em secções anteriores, obtêm-se as 

seguintes equações diferenciais: 
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(488) 

 

em que H corresponde ao Hamiltoniano, E é a energia do pêndulo medida e M o 

momento angular medido segundo o eixo vertical para x=y=0 e gerado pela 

componente segundo y da força de reacção no ponto de suporte do pêndulo e ℜ um 

hiper raio no espaço definido por (pi,qi).  

A concretização de valores para E e M, com base em equações obtidas em 

trabalhos anteriores [Ibrahim, 2005] permite definir os diferantes movimentos 

observados no pêndulo (movimentos planar e não-planar). 

O parâmetro ℜ é também uma medida do deslocamento RMS dada por: 

( )∫ +=ℜ
π

θ
επ

2

0

2211
dyx

l
 

(489) 

 

O amortecimento linear viscoso pode também ser introduzido permitindo 

contabilizar a dissipação de energia, sendo definido por meio de um coeficiente de 

amortecimento, ζ, dependente de um parâmetro de controlo de amortecimento, α: 

α
ω

εζ 
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2
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(490) 

 

 

3.6. Modelo de pêndulo linear associado a pêndulo e sférico 

Para níveis reduzidos de fluido no interior de reservatórios sujeitos a excitações 

harmónicas, a superfície livre pode apresentar, como já foi mencionado em secções 

anteriores, um movimento de onda rotativa associado com o fenómeno de sloshing 

assimétrico usual no plano da excitação.  

Para este efeito foi desenvolvido um modelo composto por um pêndulo linear 

simples e um pêndulo esférico [Kana, 1987] [Kana, 1989], de acordo com o exposto na 

Figura 12: 
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Figura 12 - Esquematização do modelo composto por pêndulo linear e pêndulo esférico, 

adaptado de [Ibrahim, 2005] 

Se o peso total do fluido corresponde a W1, então uma fracção desse peso, 

β1W1, corresponde à resposta de sloshing esférico, enquanto que outra porção, β2W1, 

corresponde à resposta de sloshing normal. Ambos os pêndulos apresentam o mesmo 

comprimento, l .  

O movimento associado ao pêndulo esférico é descrito por um ângulo que 

corresponde a um estado estacionário, θ0, mais uma componente oscilatória, θ1(t), na 

direcção da excitação, o que corresponde a ( )t10 θθθ += .  

Para além destas componentes de deslocamento o movimento apresenta ainda 

a contribuição de um ângulo de precisão, ϕ, segundo o eixo vertical. Admitindo uma 

excitação dinâmica, ( ) tXtx Ω= cos0 , as equações do movimento para o pêndulo 

esférico são obtidas tendo por base a equação de Lagrange (equação (387)).  

Esta formulação permite que se obtenham para as energias cinética (equação 

(491) e potencial (492), respectivamente: 

( ) ( )[ ]22 coscossinsin
2

1 θϕθϕθϕ xxmT &&l&&l ++−=
 

(491) 

 

( )θcos1−= lmgV  
(492) 

 

em que m corresponde à massa total do pêndulo esférico dada por: 
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Após aplicação da equação de Lagrange (equação (387)) e introduzindo o 

amortecimento obtêm-se as equações do movimento para o pêndulo esférico: 
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A componente oscilatória θ1 pode ser determinada fazendo a substituição 

( )t10 θθθ +=  na equação (495) e usando expansões de Taylor obtêm-se a seguinte 

equação diferencial linear: 
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em que nn ωϖ 2= e 2
0

1
ζζθ = .  

A equação (497) apresenta uma solução estacionária e um ângulo de fase, α0, 

para um oscilador do tipo pêndulo esférico: 
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O movimento associado ao pêndulo linear é descrito em termos de um ângulo 

θ2 e um desfasamento de γ0-ε relativamente à direcção da excitação. O valor de ε 

corresponde a uma diferença de fase espacial observada com base em estudos 
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experimentais [Ibrahim, 2005] que permite postular um acoplamento de fase entre os 

dois pêndulos que compreendem o modelo composto. 

A equação do movimento para o pêndulo simples inferior é dada por: 

l

&&
&&& x

nn −=++ 2
2

22 2 θωθωζθ θ
 

(499) 

 

Os coeficiente ζθ e ζϕ indicados nas equações (495), (496) a (500) 

correspondem, respectivamente, a coficientes de amortecimento associados às 

coordenadas θ e ϕ, e 
l

g
n =2ω . 

A equação (500) apresenta uma solução estacionária e um ângulo de fase, α0, 

para um oscilador linear do tipo pêndulo simples, dados pelas equações, 

respectivamente: 
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Os parâmetros determinados tanto para o modelo de pêndulo esférico como 

para o modelo de pêndulo simples podem ser validados com base em resultados 

obtidos experimentalmente [Ibrahim, 2005] 

 

4. Considerações finais 

Em posse da informação descrita ao longo do presente relatório será possível 

apresentar numa publicação futura os modelos matemáticos e mecânicos que melhor 

se adaptam para simular o comportamento de dispositivos dissipadores de energia do 
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tipo amortecedores de líquido sintonizado para diferentes situações e amplitudes de 

solicitação.  

Estes modelos permitirão desenvolver uma série de simulações numéricas de 

um programa experimental extenso para posterior comparação e validação de 

resultados e de características essenciais.  

Para além disso os resultados obtidos das simulações numéricas efectuadas 

com base nos modelos apresentados permitirão ainda afinar alguns modelos 

propostos para simular diferentes edifícios construídos pertencentes ao parque 

edificado português com amortecedores de líquido sintonizado incluídos.  

No que refere à modelação matemática de reservatórios pode-se afirmar que, 

com base nas teorias e nos trabalhos desenvolvidos ao nível da engenharia costeira, é 

possível definirem-se expressões (campo de equações diferenciais) que contabilizem 

os fenómenos, lineares ou não-lineares, que ocorrem na superfície livre de 

reservatórios parcialmente cheios de fluido.  

De facto, é o comportamento dessa superfície livre que vai ser condicionante 

na determinação de uma aproximação dos fenómenos que surgem no interior de 

reservatórios sujeitos a solicitações dinâmicas. 

A vantagem dos modelos matemáticos é que permitem simular com maior 

realismo os fenómenos não-lineares que de facto ocorrem no interior dos 

reservatórios, muito embora na resolução seja necessário recorre a abordagens 

numéricas mais ou menos complexas e por vezes limitativas. 

Contudo, até aos esquemas numéricos em que baseia a resolução da maioria 

dos modelos matemáticos disponíveis na literatura se encontrarem mais 

desenvolvidos, torna-se mais adequado, em determinadas circunstâncias, recorrer-se 

a simulações mais simples baseadas, por exemplo, em modelos mecânicos, uma vez 

que estes reduzem claramente o esforço computacional associado, fornecendo 

elementos igualmente fiáveis para as situação de dimensionamento e avaliação do 

comportamento dinâmico de amortecedores de líquido sintonizado. 

De facto, os modelos mecânicos equivalente surgem como uma ferramenta 

muito adequada para aproximar o comportamento dinâmico da superfície livre do 

fluido quando sujeita a solicitações externas.  
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A vantagem das técnicas de modelação mecânica equivalente é fornecer uma 

interpretação física do movimento da superfície livre do fluido por consideração de 

uma determinada porção de líquido actuando, por exemplo, como massa rígida, 

enquanto, a outra porção de fluido associado ao fenómeno de sloshing é substituída 

ou por um sistema massa-mola ou por um pêndulo simples.  

Os modelos lineares são válidos desde que a frequência de excitação esteja 

afastada da frequência natural do fenómeno de sloshing que surge. Na vizinhança de 

ressonância estes modelos falham na representação de fenómenos mais complexos 

como seja o caso do sloshing rotativo ou do movimento caótico.  

Os modelos não-lineares equivalentes, tais como pêndulos esféricos e 

compostos, permitem simular com bastante aproximação os fenómenos exibidos pela 

superfície libre do fluido junto da ressonância. As não-linearidades traduzidas por 

estes modelos são fracas, não servindo para a simulação das não-linearidades fortes 

resultantes do impacto violento da superfície livre do fluido contra as paredes laterais 

dos reservatórios. 

A modelação identificada para reservatórios pode ser facilmente particularizada 

para o caso dos amortecedores de líquido sintonizado permitindo aproximar os 

fenómenos que ocorrem no seu interior durante qualquer tipo de excitação dinâmica.  

Estes modelos podem ser posteriormente incorporados em sistemas estruturais 

de um ou vários graus de liberdade para assim estudar a influência que os fenómenos 

de sloshing de fluidos no interior de amortecedores de líquido sintonizado podem ter 

na dinâmica global do sistema em que se encontram incluídos. 
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