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NOTA PREVIA

O presente trabalho constitui parte do relatério de estagio da Eng® Maria Joao
Serpa da Lanca Falcdo da Silva no Nucleo de Engenharia Sismica e Dindmica de
Estruturas (NESDE) do Departamento de Estruturas (DE) do Laboratério Nacional de
Engenharia Civil (LNEC).

O estagio foi realizado entre 3 de Agosto de 2009 e 16 de Setembro de 2011
sob a orientacdo do Engenheiro Alfredo Peres de Noronha Campos Costa,
Investigador Principal do NESDE, enquadrado no Plano de Investigacdo Programada
(2009-2012) n° 0305/11/17713 e subordinado ao tema Protec¢cdo Sismica de

Estruturas: Reabilitacéo, reforco e sistemas inteligentes.

O trabalho desenvolvido pela estagiaria, ndo s6 durante o periodo de estagio
suprareferido, mas também enquanto bolseira de doutoramento FCT/LNEC (2004-
2009), deu origem a uma tese de doutoramento em Engenharia Civil (IST), intitulada
Sistemas passivos para a proteccdo sismica de estruturas: Uma abordagem baseada
no desempenho de amortecedores de liquido sintonizado, orientada pelo Engenheiro
Alfredo Peres de Noronha Campos Costa e pelo Professor Luis Manuel Coelho
Guerreiro (IST).
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MODELOS DE COMPORTAMENTO DINAMICO PARA FLUIDOS NO
INTERIOR DE RESERVATORIOS

No presente relatorio pretendem-se apresentar e definir alguns das linhas
orientadoras para a simulacdo do comportamento dindmico de fluidos no interior de

reservatdrios, de acordo com o proposto na literatura.

O problema da modelacdo do comportamento de fluidos no interior de
reservatdrios é complexo, sendo apresentados os principais modelos matematicos e

mecanicos utilizados na actualidade.

Procuram-se descrever os fundamentos tedricos que poderdo posteriormente
ser adaptados e adoptados no caso particular dos dispositivos passivos
amortecedores de liquido sintonizado ou a sistemas de um ou Varios graus de

liberdade com amortecedores de liquido sintonizado incluidos.

O presente relatorio servird, a semelhanga dos relatorios Sistemas passivos,
activos, hibridos e semi-activos: Estado dos conhecimentos e Actividade experimental
na area dos sistemas passivos para a protec¢do sismica de estruturas: Experiéncia do
NESDE, como uma das linhas orientadoras para o desenvolvimento dos trabalhos
propostos no ambito do PIP 2009-2012 do NESDE-DE Proteccdo Sismica de

Estruturas: Reabilitacéo, refor¢o e sistemas inteligentes.
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DYNAMIC BEHAVIOR MODELS FOR FLUIDS INSIDE STORAGE TANKS

This report aims to present and define some of the guidelines for the simulation
of the dynamic behavior of fluids inside storage tanks, according to the proposed in the

literature.

The problem of modeling the behavior of fluids inside atorage tanks is complex,

being presented the main mechanical and mathematical models used nowadays.

It is intended to describe the theoretical basis that can be adapted and adopted
in the particular case of the tuned liquid dampers or in compound systems of one or

multi degree of freedom structure with tuned Liquid Dampers attached.

This document also serves, similarly to reports Passive, active, hybrid and
semi-active systems for seismic protection of structures: State of the art and
Experimental activities in the area of passive devices for seismic protection of
structures: NESDE experience, as guideline for the development of the work proposed
under the 2009-2012 PIP NESDE DE Proteccdo Sismica de Estruturas: reabilitagéo,

reforco e sistemas inteligentes.
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LES MODELES DU COMPORTEMENT DYNAMIQUE DES FLUIDES DANS
RESERVOIRS

Ce rapport vise a présenter et a définir des lignes directrices pour la simulation
du comportement dynamique des fluides dans les réservoirs, conformément a la

proposition de la littérature

Le probléme de la modélisation du comportement des fluides dans les
réservoirs est complexe et montre les principales modéles mathématiques et utilisés

actuellement

Les tentatives visant a décrire les fondements théoriques qui peuvent étre
adaptées et adoptées dans le cas particulier des Amortisseurs de Liquide Réglés ou
dans le cas des systemes a un ou plus degrées de liberté avec amortisseurs de liquide

réglés.

Ce rapport sera une des lignes directrices, comme rapports Systémes passifs,
actifs, hybrides et semi-actifs pour la protection sismique des structures : Etat des
connaissances et Activité experimentél dans les systemes passifs pour la protection
sismique des structures: Expérience du NESDE, pour le développement des activités
proposées dans le cadre du PIP 2009-2012 DE NESDE Proteccdo Sismica de

Estruturas : reabilitacdo, reforco e sistemas inteligentes.
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1. Introducéao

Para contextualizar o problema dos fendmenos que ocorrem no interior de
dispositivos dissipadores de energia do tipo amortecedores de liquido sintonizado é
importante apresentar um pouco da teoria associada ao sloshing dindmico do liquido

em reservatorios parcialmente cheios.

Esta teoria baseia-se em equacdes que descrevem o escoamento do fluido,
permitindo uma estimativa adequada do movimento da superficie livre do fluido e os
respectivos momentos e for¢cas hidrodindmicas resultantes, a partir dos campos de

velocidade e presséo.

Trata-se de uma teoria que possibilita a obtencdo de solugcBes explicitas
apenas em alguns casos especiais como sejam o0s reservatérios cilindricos e os

reservatorios rectangulares.

Apoés a apresentacdo das caracteristicas essenciais dos modelos que podem
ser usados para prever o comportamento dindmico de fluidos no interior de
reservatorios sera possivel numa fase posterior, concretizar os modelos mais
adequados para o caso particular dos dispositivos dissipadores de energia do tipo
amortecedores de liquido sintonizado, cujo comportamento dinAmico se encontra a ser
objecto de estudo no @mbito do PIP Protecgdo Sismica de Estruturas: Reabilitagéo,

reforco e sistemas inteligentes.

2. Modelacdo Matematica em reservatoérios

2.1. Sloshing linear

2.1.1. Generalidades

A teoria do sloshing dindmico de liquido no interior de reservatoérios
parcialmente cheios baseia-se no desenvolvimento das equacdes de campo
associadas ao escoamento do fluido e que permite obter um valor aproximado da

elevacdo da superficie do fluido, bem como dos momentos e for¢cas hidrodindmicas
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resultantes. Tendo por base este tipo de equacdes, € possivel obter solugdes com

elevado grau de fiabilidade para diversas geometrias [Ibrahim, 2005].

O problema dos valores de fronteira é geralmente resolvido por meio de
andlises modais ou por meio das caracteristicas da resposta dindmica do sistema face
a determinadas excitagfes externas. A analise modal do movimento da superficie livre
do fluido num reservatorio parcialmente cheio permite a obtengédo de uma estimativa

das frequéncias naturais e das correspondentes formas dos modos.

A estimativa das frequéncias naturais € essencial no processo de
dimensionamento de reservatérios. As frequéncias naturais da superficie livre do fluido
surgem preferencialmente das condi¢cdes de fronteira combinada (cinematica e
dindmica) em vez de na equacdo de continuidade do liquido expressa por meio da

equacdao de Laplace [Ibrahim, 2005]

Considerando uma superficie livre, as condi¢des de fronteira definem o valor do
campo de equacBes em cada ponto da superficie de fronteira ou o gradiente normal

relativamente a superficie do reservatério ou ambos.

As condi¢cbes de fronteira podem, entdo, ser classificadas de acordo com o
indicado na Tabela 1 [Morse e Fesbach, 1953].

Tabela 1- Tipos e classes de condicdes de fronteira

1 Dirichelet Definem as equacdes do escoamento do fluido na superficie
2 Neumann Definem o valor do gradiente normal a superficie
3 Cauchy Definem ambos os valores anteriors

A formulagdo variacional baseada no principio de Hamilton € vista como a
ferramenta muito poderosa no desenvolvimento das equacbes de campo para o
escoamento de um fluido, conforme pode ser comprovado por investigacdes anteriores
na area [Lawrence et al., 1958], [Troesch, 1960], [Bogoryad, 1962], [Borisova, 1962],
[Petrov, 1962a] [Petrov, 1962b] [Petrov, 1962c] [Moisev, 1964] [Moisev e Petrov, 1966]
[Luke, 1967] [Whitman, 1967] [Lukovskii, 1967] [Lukovskii, 1975] [Moiseev e
Rumyantsev, 1968] [Limarchenko, 1978a] [Limarchenko, 1980] [Limarchenko, 1983b]
[Lukovskii e Timokha, 1992] [Lubovskii e Timokha, 1995] [Rocca et al., 1997].

O método das equacdes integrais foi adoptado em recipientes cujas paredes
que se encontravam em contacto com o fluido ndo eram perfeitamente verticais mas

curvas como, por exemplo, em tanques esféricos e horizontais cilindricos [Budiansky,
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1960] [Mclver, 1989]. Outros autores [Housner, 1963a] [Evans, 1990] [Evans e Linton,
1993] desenvolveram aproximag¢@es analiticas que permitiram estimar a frequéncia de

sloshing de fluidos no interior de reservatorios.

A analise modal em reservatérios circulares cilindricos foi estudada pela
primeira vez em meados do século XIX [Poisson, 1828-1829], embora os resultados
ndo tenham sido interpretados e publicados desde logo, uma vez que a teoria
subjacente a funcdo de Bessel ainda ndo apresentava um nivel de desenvolviemnto

que o permitisse [Ibrahim, 2005].

As equacbes do movimento fluido no interior de reservatoérios rigidos
rectangulares e circulares com altura de agua uniforme e com condi¢des de fronteira
linearizadas foram também estudadas e apresentadas [Rayleigh, 1887] [Steklov, 1902]
[Lamb, 1945].

No entanto, em situac6es em que a altura de fluido em repouso € variavel, por
exemplo em reservatérios de fundo inclinado, a solu¢ao correspondente da equacao
de Laplace usando o método da separacdo das varidveis € menos potente, sendo

preferivel, nestas situacdes, a utilizacdo de outros métodos como o de Ritz.

As oscilagBes no que refere a massas de fluido no interior de reservatério

foram igualmente documentadas e estudadas [Bratu, 1970].

As frequéncias de sloshing de fluidos no interior de reservatoérios apresentando
geometrias diversas tem vindo a ser investigadas e avaliadas [Miles, 1964] [Kuttler e
Sigillito, 1969] [Fox e Kuttler, 1981] [Fox e Kuttler, 1983] [Meserole e Fortini, 1987]
[Mclver e Mclver, 1993].

Assim, tendo por base uma andlise bidimensional do movimento do fluido no
interior de tanques rectangulares e circulares, a frequéncia natural surge como
dependente essencialmente da razdo entre a altura do fluido e a largura do recipiente

ou entre a altura do fluido e o raio do reservatério, respectivamente.

O efeito da altura do fluido vai sendo progressivamente atenuado com o
aumento da ordem do modo de vibracdo. Foi ainda desenvolvido trabalho no sentido
de determinar uma relacdo de dependéncia ndo-linear entre frequéncias naturais de

vibracdo e a amplitude da onda [Ghali, 1965].

No inicio da década de 50 alguns autores [Graham e Rodriguez, 1952]

debrucaram os seus estudos sobre a problematica subjacente a determinacdo da
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velocidade potencial do fluido, tendo obtido uma excelente aproximacdo do valor
correspondente  num espaco tridimensional. Nesta situacdo obteve-se uma
dependéncia estreita entre a frequéncia fundamental de vibragéo e as trés dimensdes

principais do fluido.

A influéncia do amortecimento na frequéncia natural do fluido foi estudada a
partir de meados da década de 60, principalmente por via experimental, uma vez que,
atendendo as nao-linearidades observadas e associadas ao comportamento dindmico
de fluidos no interior de reservatorios se tornava bastante dificil fazer essa
aproximacao por vi analitica [Ghali, 1965] [Scarsi e Brizzoalara, 1970] [Scarsi, 1971]
[Schilling e Siekmann, 1980]. Os resultados obtidos permitiram comprovar que, para
fluidos que apresentassem viscosidades elevadas, a frequéncia ressonante surgiria

ligeiramente superior ao valor previsto para a situacado de um fluido ideal.

A aproximacédo variacional tem demonstrado ser uma excelente ferramenta
para resolver de uma forma analitica e directa os problemas associados aos valores
de fronteira para fluidos em movimento no interior de reservatérios. A analise modal do
movimento da superficie livre do fluido é formulada para diferentes geometrias de
reservatorios. As andlises envolvidas neste tipo de aproximacédo incluem a estimativa
da funcdo do potencial da velocidade, das frequéncias naturais da superficie livre do

fluido e das formas dos modos de vibracéo.

E importante ndo deixar de referir que, as solucdes analiticas mais realistas
sdo obtidas apenas para geometrias regulares (reservatorios rectangulares e
circulares) que apresentem paredes planas e perfeitamente verticais. Para quaisquer
outras geometrias, incluindo as circunstancias em que 0s reservatérios apresentem
profundidade variavel, a determinacdo das frequéncias naturais de vibracdo dos
fluidos no interior dos reservatdrios bem como das formas dos modos de vibracdo
pode ser efectuada de uma forma directa por via experimental ou aproximada por via

numerica [Ibrahim, 2005].

2.1.2. EquacOes de campo para escoamento do fluido

A descricao analitica do campo de equacdes que permite definir o escoamento
de diferentes fluidos no interior de reservatorios encontra-se bem documentada para

diferentes geometrias de tanques, como pode ser comprovado pelo trabalho
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desenvolvido [Ewart, 1956] [Bauer, 1962b] [Bauer, 1966a] [Bauer, 1969] [Lomen, 1965]
[Abramson, 1966] [Ibrahim, 1969] [Khandelwal, 1980] [Kornecki, 1983] [Bauer, 1999].

As equagdes gerais do movimento para fluidos no interior de recipientes
fechados podem ser simplificadas assumindo que o recipiente é rigido e impermeével.
Para além disso assume-se ainda que o fluido é inviscido, incompressivel e

irrotacional no inicio do movimento.

Outros fendmenos como a capilaridade e os efeitos da tensédo superficial serdo
ignorados num campo gravitacional. No entanto os efeitos da tensdo superficial

poderédo ser introduzidos em alguns casos simples [Ibrahim, 2005].

As oscilagcdes da superficie livre do fluido podem ser geradas através da
imposicdo de um determinado impulso inicial ou de uma simples perturbacdo da
prépria superficie livre. A formulacao variacional mencionada, mais adiante na seccao
2.1.3., é aplicavel tanto a oscilacdes em regime livre como a oscilacdes forcadas da

superficie livre do fluido.

E conveniente definir o movimento do fluido no interior de um reservatorio
relativamente a um sistema de eixos coordenados locais (coordenadas mdéveis) uma
vez que as variaveis em questdo sdo medidas relativamente a um “sistema de

coordenadas moveis.

Considera-se que ao reservatério é permitido movimentar-se segundo um
movimento planar curvilineo sem qualquer tipo de rotagcdo. As equac¢des do movimento
do fluido em movimento podem ser escritas segundo um sistemas de coordenadas

globais e locais (Figura 1).

Figura 1 - Identificacao de sistema de coordenadas globais e locais referente a com liquido em
movimento no interior de reservatério, adaptado de [Ibrahim, 2005]
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Considerando O’X’'Y’Z’ o sistema de coordenadas cartesianas globais, obtém-se
gue as equagOes de Euler associadas ao movimento do fluido podem ser escritas na

forma vectorial:

0
0+ (ak = 0P -0(ez) O

em que g corresponde a velocidade do fluido, aqat € a aceleracdo local do

escoamento no ponto em que as coordenadas sdo invariaveis (esta aceleracdo é

medida por um observador fixo), (q D)q corresponde a aceleracdo convectiva para uma

particula do fluido animada por uma velocidade q na direc¢cdo do escoamento (esta
aceleracdo é medida por um observador que se move com a particula p), P é a
pressédo do fluido, p € a densidade do fluido, gZ' corresponde ao potencial gravitico e

O é um operador para diferentes sistemas de eixos coordenados.

A aceleragéo convectiva (qD)q pode ser escrita [Thomson, 1965]:
1o _1_ 2
(@0)a=0a? -ax(0xa)= 0 )

Em escoamentos irrotacionais de fluidos admite-se que e que existe uma fungao

de potencial de velocidade, @, cujo gradiente traduz a velocidade do fluido.

q=-00 3)
Introduzindo as equacdes (2) e (3) em (1) obtém-se:

P 1, o
O —+>g?+gZ-— |=0 4
(p ;9 *9 atj (4)

A equacéo anterior apdés integragédo toma a forma:

P 1, o
—+—-0q°+9Z'-— =C{t
P 2q g 5 (t) (5)

com C(t) correspondente a uma funcao variavele no tempo.

A equacdo (5) traduz a forma geral da equacdo de Kelvin para o escoamento

ndo estacionario do fluido. Nesta equacdo a funcdo de potencial da velocidade @ é
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uma fungcdo do espaco e do tempo sendo diferencidvel no que refere aos registos

aq

5t é definido como se

temporais do escoamento ndo estacionario. No entanto,

tratando do trabalho efectuado por uma unidade de massa do fluido cujas

coordenadas séo (X,Y,2).

Para além disso a equacdo (5) €é apenas valida em escoamentos

incompressiveis nos quais a equacao de continuidade O.g =0 conduz a equacgao de

Laplace, que apéds introducdo da equacédo (2) toma a forma:

020 =0 (6)

Considerando Oxyz um outro sistema de eixos coordenados, neste caso fixo ao
reservatorio de tal forma que o plano Oxy coincida com a superficie livre ndo
perturbada do fluido. Considerando VO como a velocidade da origem O relativamente
a origem fixa O’. Neste caso a taxa de variacado temporal do potencial da velocidade,

®, num dado ponto fixo no sistema de eixos inercial O’X'Y’Z" medido por um

observador colocado no sistema de eixos méveis Oxyz € de aat —VO.D)cv, dado que

este ponto parecera ter uma velocidade de -V, relativamente ao observador.

De acordo com o referido no paragrafo anterior, a equacao da presséao (5) toma

a forma:

P 1, L)
S+ =%+ gZ-— +V,00 =C(t
P ,d *g o Vo ®) (7)

A velocidade relativa da particula do fluido, g, considerando o sistema de

coordenadas locais € dada por:

Ora =9~ Vo =-UP -V, (8
Expressando g em termos de g, e Vo, usando a equacao (8), obtém-se:

P 1, L, 00 1,
— 40y +9Z-— - =Vy =C(t
5 g% T LT oV (t) (9)
A equacgdo (7) é escrita em termos da velocidade total do fluido medida

relativamente ao sistema de coordenadas globais enquanto que a equagdo (9) é
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escrita em termos de velocidade relativa do fluido medida relativamente ao sistema de

coordenadas locais.

Na superficie livre do fluido a presséo € equivalente a pressdo atmosférica ou
pode ser ajustado a zero na equagdo (7), 0 que fornece a seguinte condi¢cao de

fronteira dinamica:

%(quqn) +gn - ‘Zit’ +V, 0P =0 (10)

A velocidade vertical de uma particula de fluido localizada na superficie livre
z=n(r,8,)=n(x,y,t) deve ser equivalente a velocidade vertical na superficie livre em si

mesma [lbrahim, 2005]. Esta condigdo € conhecida como a condicdo de fronteira

cinematica e dada pela expressao:

0® _dn
——=—L 4 Q0
9z ot qred n (11)

Nas paredes rigidas e no fundo do reservatério, a componente da velocidade
normal a fronteira deve ter o mesmo valor da componente de velocidade

correspondente da fronteira sdlida do fluido no ponto em questao.

Se for permitido que o reservatério se mova no plano vertical entdo o vector da
velocidade pode ser escrito em termos de coordenadas cartesianas e cilindricas da

seguinte forma:
Vo = Xgi + Zok (12)

V, = (X cosd)i, + (Xysenb)ig + Zok (13)

As condicdes de fronteira nas paredes e no fundo em coordenadas cartesianas

(equacbes (14) e (15)) e cilindricas (equacdes (16) e (17)) podem ser definidas:

0P .
b =7

el =t (14)
0P ;
— =X 15
x|, ° (15)
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0P .
_ ] = Z
oz| ., ° (16)
LAl X cosf (17)
or x-R

O movimento do fluido no interior de um reservatorio pode ser definido a partir de
uma funcéo potencial de velocidade total, ®, equivalente a soma de uma funcdo

potencial perturbada, @, e de uma fungdo potencial de referéncia, ®o:

CD:<-13+CDO (18)

Dependendo das coordenadas consideradas para o sistema em movimento, a

fungéo @, pode ser determinada por integragédo das equacdes (12) ou (13) :

Dy =—Xor cosH—Zoz—%j(Xg +Z§)dt (19)

Introduzindo (18) e (19) nas condicdes de fronteira da superficie livre obtém-se

para reservatérios circulares (equacdes (20) e (21)) e rectangulares ((22) e (23)):
%(DCTJ.DCTJ)+ (g+ 7o) —aai:’+ Xqr c0s8 =0 (20)

_ 0P _on _anod 1 dpod

oo = 2099 21
0z ot or ar 29696 @)
%(DCTJ.DCTJ)+ (g+ 7o) —aai:’+ Xox =0 (22)
_0® _9p _0nod _10nod (23)

9z ot 0x dx r? dy oy

A este nivel pode-se entdo introduzir o efeito da tensdo superficial,o,
considerando as alteracdes de pressdo ao longo do deslocamento da superficie livre

do fluido como descrito na equagéo de Laplace — Young [Ibrahim, 2005]:

b= =+ ij (24)
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em que R; e R, correspondem a raios de curvatura principais.

A formulacdo completa do problema dos valores de fronteia em termos de

funcéo potencial perturbada, @, pode ser resumida da seguinte forma para tanques
cilindricos (equagbes (25) a (31)) e rectangulares (equagbes (32) a (38)),

respectivamente:

2.1.2.1. Tanques Cilindricos

020 =0 (25)
% = (26)
%Z__h ~0 (27)
%(DEJ.DEJ)"‘ (g+Zor - aa—: + %(é + RLJ + Xor c0s6 =0 z=nfr.60) (28)
_9® _on _0ndd _10n3P (29)

oz ot or or 206808 com 2=/(r.6.t)

A curvatura, & em coordenadas cilindricas € dada por:

kz_(i+i)=_’7rr(l+Q7§/r2))+(1+’7rZX(/7r 1)+ oo v2)) - 21, lps 1 121 + 0 )

R R [1+,7r2 .\ 075”2)]; (30)

Linearizando a expressao (30) torna-se possivel obter:

k= {,7” + ’7Tr + ”ig} (31)
r

2.1.2.2. Tanques Rectangulares

020 =0 (32)
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oD
x—ta/2
oD
Y =0 (34)
y y-tb/2
1~ =~ y o o1 1) .
Z(Oe0o)+(g+Zp——+=| =—+— |+ Xx=0 35
S(0®08)+ g+ 2o)r -5 p(Rl sz 0 nlen (35)
o0 _dn nod 1 dnod
SRR/ Ras ~ (36)
0z at ox dx r2dy dy com 2=1(xy.t)
A curvatura, & em coordenadas cilindricas € dada pela expressao:
‘o _(i AN e ny) 0yl n?)- 20,0,
R R 3 (37)
’ b+ n2 + 2
Linearizando a equacao (37) obtém-se:
k= _l.’7><>< + ’7yy] (38)

Estas equacdes podem ser igualmente determinadas para reservatérios que
apresentem geometrias diferentes (esféricas, elipticas,...), muito embora para estas
situacBes seja necessario adaptar os valores de determinados parametros patentes

nas equacdes de continuidade [lbrahim, 2005].

No entanto € importante ter presente que a funcdo do potencial de velocidade
para o fluido em movimento no interior de reservatoérios, ®, deve satisfazer a equagéo
de Laplace, 0°®=0, que traduz uma equac&o linear parcialmente diferenciavel. A néo-
linearidade identificada ao nivel da fronteira apenas existe em condi¢cbes de superficie

livre na fronteira em z=n.

Se for relevante uma analise modal é entdo necessario desprezar os termos
nado-lineares e ndo-conservativos das condi¢cdes de fronteira de superficie livre. Se a

funcdo de potencial for obtida anaiticamente de uma forma aproximada, entdo as
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frequéncias naturais da superficie livre do fluido sdo obtidas utilizando a condigédo

dindmica de superficie livre que se baseia no facto de ® ser harmdnica no tempo.

Outra aproximacgdo bastante ajustada corresponde a utilizagdo da formulacédo

variacional em conjunto com o Método de Rayleigh-Ritz [Ibrahim, 2005].

2.1.3. Formulacéo variacional

A aproximacao por meio da formulacao variacional baseia-se no estabelecimento
de uma determinada funcdo que descreva o0 comportamento do sistema. O
Lagrangeano, L=T-V, deve ser minimizado (ou maximizado), correspondendo T e V as

energias cinética e potencial do sistema, respectivamente [Ibrahim, 2005].
O principio variacional, ou principio de Hamilton [Hamilton, 1834] [Hamilton,

1835] corresponde ao definido da seguinte forma:

tp
a :JJ'(T ~V)dt =0

ty

(39)

Em linhas gerais, o Principio de Hamilton [Feynmann, 1948] define que a
progressao no espaco das configuracdes mantém o valor do integral estacionario
apesar da variabilidade que pode surgir no percurso entre dois instantes temporais, t1
e t2. Qualquer que seja o0 movimento, o0 sistema mover-se—a de forma a que a média

temporal da diferenca entre as energias cinética e potencial seja minima.

Esta formulacdo é muito adequada na medida em que conjuga o campo de
equacdes de escoamento do fluido e as condicGes de fronteira associadas em cada

circunstancia.

Assim obtém-se, respectivamente, para as energia cinética e potencial os

valores expressos pelas equacdes (40) e (41):

— (2 )2
T _J'[Ej|mq>| dv (40)
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V= i(%](pgn)ds 41)

sendo v e S correspondentes ao volume e a superficie livre do fluido, respectivamente.

Fazendo as substituicdes necessarias torna-se possivel reescrever a equacao
(39) da seguinte forma:

d= JI{Ip|D¢| dv- Inpgnds}dt—pjdt{jﬂdm&bdu gjndnds} 42)

ty W ty v

O integral de volume pode ser transformado num integral de superficie usando a
primeira férmula proposta por Green [Green, 1828] ou entdo a relacdo proposta por
Thomson [Thomson, 1965], de acordo com 0 expresso pelas equacdes (43) e (44),

respectivamente:

quJDJcbdu J'q>—ds (43)

_ 0® _ dp
DCD—H%— nE (44)

em que n corresponde ao vector normal reduzido relativamente a superficie
equipotencial de ® no ponto em questdo. Como tal o variacional definido pela equacédo

(39) toma a seguinte forma:

el

o]

on
J' {CDJO— + qu’q}dS} 45)

S

Fazendo a integracdo por partes da anterior, obtém-se:

T oo
ptj‘i{—g+ gn}cﬁ/]det =0 (46)

0 que conduz a condicao dindmica linearizada da superficie livre do fluido:
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_a£+g/7:0 (47)
ot

Em finais da década de 60 [Moiseev e Rumyantsev, 1968] foi introduzido o
operador integral de Neumann [von Neumann, 1929] [von Neumann, 1936], H, o que
tornou o potencial de velocidades, ®, harmoénico no dominio do volume do fluido, v. A
propriedade harmédnica baseia-se no facto de que o integral da velocidade da

superficie livre se anula ao longo da propria superficie livre, de tal forma que se

verifique Iﬁ(s)ds = 0 [Ibrahim, 2005].
S

A funcado do potencial de velocidades do fluido, ®, deve satisfazer as seguintes

condicbes na fronteira do fluido:

0P _

o 0 nas paredes do tanque (48)
0P _ ficie i

o 1 na superficie livre (49)

Admitindo que @ =H/, entdo torna-se possivel escrever a correspondéncia

evidénciada na equacéao seguinte:
ov)=H—=-H—L (50)

Considerando a derivada no tempo para ambos os lados da equacédo (50) e
usando a igualdade apresentada na equacao seguinte:
2

0°n
g77+H =
a2 (51)

Em termos energético refer-se a possibilidade definir o valor médio da fungéo de
energia do sistema com depéndéncia directa do operador de Neumann [Von
Neumann, 1929] [Von Neumann, 1936]:
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tp 2
_P an )" _
'“EIHH(at] g”z}dwt (52)

Alternativamente, e usando a equacao (47), pode-se definir o valor médio da

funcao de energia em termos da funcdo potencial escalar:

t
- P 2 12
| —Idt{[ 2 |nofdv gjqn ds} (53)
ty v S
Qualquer das equagbes (52) e (53) podem ser usadas na estimativa das

frequéncias naturais do movimento da superficie livre do fluido.

Na superficie livre, S, tanto a funcé@o potencial da velocidade como a altura da
superficie livre da onda podem ser expressas em funcdo do instante temporal e da

posicao espacial que ocupam:

®(s,t) = F(s)cosat (54)

/7(s,t) = G(s)sinax (55)

com w correspondente a frequéncia natural da superficie livre do liquido.

Substituindo as equaces (54) e (55) nas funcbes de energia média dadas pelas

equagoes (52) e (53) e integrando no dominio do tempo entre t;=0 e t,=217w obtém-se:

I, =A|HG.Gds - | G?%ds
s

_[P 2, 2
IZ—IE|DF| du /]!F ds 7
v

em que A=u¥/g.

As frequéncias naturais da superficie livre do fluido sdo determinadas por meio

do método de Rayleigh-Ritz. Este método baseia-se na introducdo de uma
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combinacgédo linear de um varias fungdes cujos coeficientes formam um conjunto de

parametros variacionais lineares (equagéao (58)):

F =

=}
i[M=
i

anfn (58)

em que f, corresponde as funcdes de teste e a, correspondem aos coeficientes

associados a cada uma das fun¢Bes anteriores.

Por substituicdo da equacéo (58) na equacao (57), e considerando o apresentado
na equacao (42), admite-se que os coeficientes a, devem verificar um sistema de

equacdes homogéneas algébricas:

59
paran=12, ...,N (59)

A verificac@o das condicOes expressa pela equacao (59) permite que se obtenha

0 seguinte conjunto de equacoes:

Z 8mn (Amn ~ ABm, ) =0 (60)
em que A, € Bny se definem da acordo com o expresso pelas equacgdes (61) e (62):

A :J'Dfn.mfmdu y
v considerando Amn = Anm (61)

B, = j ff dS | )
S considerando

Como se encontra ja amplamente difundido, a solugédo nao trivial das equacgdes
(60) existe apenas se o0 determinante dos coeficientes a, for eliminado, sendo desta

forma obtida a equacao das frequéncias naturais do sistema:

|Amn - /]an| =0 (63)
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O primeiro termo da equacdo (63) pode ser determinado pelo principio
variacional variacional consistente com o definido ao longo da presente seccdo. O
procedimento para a determinacdo destes valores envolve um primeiro célculo exacto

e inclusdo dos primeiros termos da série indicada na equacao (58).

Posteriormente acrescenta-se um numero de termos e volta-se a resolver o
sistema de equagfes. O processo continua de uma forma iterativa até ao momento em
que o/os valor/es da/das frequéncia/a naturais ndo apresentem alteracdes que se

possam considerar significativas.

Em virtude de inexistirem métodos mais rigorosos de convergéncia e face as
dificuldades na seleccéo de funcdes coordenadas o processo pode conduzir a alguns
erros. Para colmatar as dificuldades observadas alguns autores [Morse e Feshbach,
1953] debrucaram-se sobre este problema tendo introduzido determinadas alteracfes

gue se verificou serem bastante adequadas.

Assim, foi introduzido um conjunto de técnicas alternativas com o objectivo
explicito de permitir a determinacdo das frequéncias naturais em sistemas dindmicos

usando o método de Rayleigh-Ritz [Ibrahim, 2005]].

Posteriormente foi assumida apenas uma sensibilidade muito ligeira da variavel
A1 a seleccdo das funcdes f, [Moiseev, 1970] [Moisev e Rumyantsev, 1968], o que
significa que se a fungéo F; (que traduz o minimo valor associado ao funcional, A) for

substituida por uma outra funcdo F, tal que:

J'DFlmFl*du 0 (64)

sendo que o valor da variavel A; ndo é alterado de uma forma significativa.

O sistema de fun¢Bes coordenadas {fn}, usado na equacédo (58), pode ser
seleccionado de uma forma muito grosseira, sendo apenas necessario garantir que o
referido sistema seja completo. Assim, é oportuno considerar estas fungdes como as
fungbes proprias do sloshing do fluido num determinado volume que contenha o

dominio (volume) especificado mas que apresente uma forma simples [Ibrahim, 2005].
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2.1.4. Amortecimento

O controlo do sloshing de fluidos no interior de reservatérios em movimento €
considerado como uma das questdes fundamentais associadas ao dimensionamento

de sistemas de fluido moveis.

O amortecimento inerente associado a viscosidade do fluido é muito util em
reservatorios de dimensfes reduzidas (como é o caso, na grande maioria das
circunstancias, dos amortecedores de liquido sintonizado incluidos em estruturas para

a mitigacdo das ac¢des dindmicas, nomeadamente acgdes sismicas).

O amortecimento em reservatorios de parede vertical plana tem a sua origem em

trés fontes distintas:
i) Superficie livre;
ii) Paredes laterais;
iii) Fundo.

Para além disso, geralmente, 0 amortecimento depende também, de uma forma
muito directa, das propriedades fisicas do fluido e da geometria do reservatorio em

que este se encontra.

A inclusdo de amortecimento viscoso devido a pelicula de fronteira e a
contaminacdo da superficie livre é também muito importante, uma vez que permite

limitar a altura da onda de sloshing na ressonancia [Ibrahim, 2005].

2.1.4.1. Generalidades

Boussinesq [Boussinesq, 1878] introduziu a influéncia do amortecimento viscoso

guando estudou ondas permanentes e progressivas em recipientes fechados.

Posteriormente [Keulegan, 1959] o trabalho de Boussinesq [Boussinesq, 1878]
foi estendido com o objectivo de determinar a atenuagdo associada ao aprecimento de

ondas isoladas [Ibrahim, 2005].

Os estudos para a determinacdo do amortecimento de fluidos no interior de
reservatdrios fechados e fintos tiveram a sua génese em estudos de amortecimento

progressivo em canais de profundidade finita mas de largura infinita [Biesel, 1949].
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Posteriormente outros autores [Hunt, 1952] [Ursell, 1952] [Hunt, 1964] também
dedicaram os seus estudos a determinacdo amortecimento associado a existéncia de
paredes verticais de altura infinita, tendo obtido resultados diferentes por terem
utilizando desde o inicio abordagens também diferentes. Por exemplo, Ursell [Ursell,
1952] baseou os seus estudos de identificacdo do amortecimento em conceitos
associados a dissipacao de energia e também no comportamento da pressao na zona

limite da pelicula de fronteira das paredes laterais.

A discrepancia observada entre estimativas tedricas e medi¢cdes experimentais
induziram a consideracdo da influéncia da capilaridade histirética e de uma superficie
de contaminacdo na determinacdo do amortecimento viscoso associado aos
fendmenos que ocorrem no liquido [Benjamin e Ursell, 1954]. Alternativamente a
discrepancia observada foi resolvida através da observacdo da transferéncia de

energia na vizinhanca do menisco da superficie livre do fluido [Mei e Liu, 1973].

A determinacdo do amortecimento de ondas superficiais de pequena amplitude
em reservatorios cilindricos parcialmente cheios de fluido foi objecto de extensos
trabalhos a partir da década de 50 [Case e Parkinson, 1957]. Nos estudos referidos a
dissipacdo viscosa numa pelicula de fronteira laminar foi considerada como causa

priméria do amortecimento viscoso asociado ao movimento do fluido [Ibrahim, 2005].

Na sequéncia dos seus estudos, Miles [Miles, 1967] pode concluir que tanto a
superficie de contaminagcdo como a capilaridade histirética poderiam contribuir de uma
forma significativa para o amortecimento observado nas ondas superficiais que se

forma em recipientes fechados.

Mikishev e Rabinovich [Mikishev e Rabinovich 1968] determinaram um factor de
amortecimento usando a teoria da pelicula de fronteira para fluidos de baixa

viscosidade em reservatdrios rigidos [Ibrahim, 2005].

A influéncia da viscosidade do fluido nas frequéncias naturais dos modos de
sloshing tem vindo a ser estudada tanto analiticamente como experimentalmente em
reservatorios de diversas geometrias [Scarsi, 1971] [Su, 1981] [Sun, 1991] [Henderson
e Miles, 1994] [Martel et. al., 1998] [Yalla, 2001].

Referem-se entre os estudos anteriores 0s mais relevantes como sejam o estudo
da influéncia da viscosidade do fluido na frequéncia natural [Su, 1981], desde que se
observem valores reduzidos de razdo de altura de agua (e=h/L), e, ainda, o estudo que

permitiu a determinacgéo de frequéncias naturais e coeficientes de amortecimento para
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ondas de superficie em reservatorios circulares cilindricos baseada na consideracdo
de uma linha de contacto fixa, peliculas de fronteira de Stokes e superficies
completamente limpidas ou contaminadas [Sun, 1991] [Henderson e Miles, 1994]
[Martel et. al., 1998].

Os estudos desenvolido e convenientemente referenciados permitiram concluir
que, na generalidade dos casos, o0 amortecimento resultante de ondas superficiais em
reservatdrios fechados excede as previsdes tedricas [Ibrahim, 2005], pelo que se torna
necessario que se desenvolvam programas de ensaios experimentais para a sua mais
correcta caracterizacdo e definicdo. Pode-se no entanto adiantar que amortecimento

resultante surge devido a:
i) Dissipacéo viscosa na zona de fronteira rigida do reservatorio;

ii) Dissipacéo viscosa na superficie livre do fluido, que se pode dizer

estar coberta por uma pelicula de caracteristicas viscoelasticas;

iii) Amortecimento viscoso no interior do fluido. Esta parcela é, no
entanto, negligenciavel para fluido em reservatério cujas
dimensdes laterais sejam comparaveis com o comprimento de

onda potencialmente formada,;
iv) Capilaridade histirética na zona (linha) de contacto.

A medida que o tamanho dos reservatérios aumenta, as for¢as hidrodinamicas e
0S momentos resultantes do movimento do fluido no seu interior tornam-se muito

elevados, particularmente na vizinhanca da ressonancia.

Numa tentativa de evitar eventuais colapsos estruturais ou comportamento
dindmico indesejavel, podem ser introduzidos alguns dispositivos (baffles, grelhas,
anéis, redes,...) que reduzam ou, até mesmo, suprimam por completo os efeitos
indesejaveis do fenomeno de sloshing dinamico. Pela razédo indicada tem vindo a ser
desenvolvida extensa actividade ao nivel do dimensionamento 6ptimo de alguns dos
referidos dispositivos [Langner, 1963] [Abramson, 1966] [Schwind, et. al., 1964] [Muto
et. al., 1988] [Sharma et. al., 1992].

A titulo meramente informativo indica-se que Abramson [Abramson, 1969] foi o
primeiro a definir os principais parametros com influéncia directa no dimensionamento

de dispositivos de supressao de sloshing [Ibrahim, 2005]
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A viscosidade inerente dos fluidos em reservatorios com paredes verticais planas
e sem qualquer tipo de dispositivo tem efeitos muito limitados no que refere & reducéo

da amplitude de sloshing [Ibrahim, 2005].

Estudos experimentais e analiticos foram desenvolvidos com o objectivo de
determinar frequéncias naturais, amortecimento e forcas no liquido em tanques de
diferentes geometrias e apetrechados com variados tipos de dispositivos de reducédo
de sloshing [Howell e Ebler, 1956] [Bauer, 1959b] [Bauer, 1960] [Cole e Gambucci,
1961a] [Cole e Gambucci, 1961b] [Silveira et. al., 1961] [Bauer, 1963a] [Bauer, 1963b]
[Garza, 1964] [Stephens et. al, 1963] [Garza, 1966] [Garza e Dodge, 1967] [Stephens
e Scholl, 1967] [Buchanan, 1968] [Shin e Buchanan, 1971] [Scholl et. al., 1972].

A dependéncia do amortecimento relativamente a altura de liquido no interior de
tanques de geometria variavel [Miles, 1956] [Bauer, 1957] [Bauer, 1958c] [Stephens et.
al, 1962] [Cole, 1966] [Bauer e Eidel, 1998] bem como a dissipa¢do de energia em

recipientes fechados [Miles, 1967] [Mei e Liu, 1973] foram estudadas e documentadas.

A eficacia do amortecimento associado ao movimento de fluidos viscosos em
reservatorios rigidos [Krein, 1964] [Krushinskaya, 1965] [Victorov, 1965] [Krein e
Laptev, 1968] [Krein e Kan, 1969] assim como & oscilagdo de liquidos imisciveis em

tanques rectangulares [Bauer, 1984a] foram igualmente avaliadas.
2.1.4.2.  Amortecimento em fluidos viscosos

Com base nos trabalhos desenvolvidos, e indicados nos paragrafos anteriores,
pode-se afirmar que a equacao de fluxo para fluidos viscosos é dada pela equacéo de

Navier-Stokes linearizada para fluidos incompressiveis [Ibrahim, 2005]:

du oJu -~ p )
—=—=-[ gz+— |+uvlu
dt ot (g ,0] (65)

em que p corresponde a pressao.

Admitindo que movimento do fluido no interior do tanque se encontra sujeito a

equacdao de continuidade (equacao (66)) e a condicdo de fronteira (equacao (67)):

Ou=0 (66)
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nas zonas de fronteira molhada (67)

e que a velocidade do fluido, u, pode ser descrita em termos do gradiente da funcao
potencial escalar, ®, adicionada a variacdo de um vector potencial, A, na forma de
Helmholtz [Arfken e Weber, 1995]:

u=-Ho+0xA (68)

Por substituicdo da equagao (68) na equacédo de continuidade expressa em (66)

e na condicdo de fronteira expressa em (67) obtém-se, respectivamente:

0’0 =0 (69)

—Oe+0xA=0 nas zonas de fronteira molhada (70)

A condicdo de fronteira dindmica de superficie livre é obtida verificando a

equacdo (65) na superficie livre:

z=n(r,0) (71)

Substituindo a equacéo (68) na equacgao (65), e equiparando os gradientes e
variagdes de ambos os lados, obtém-se a condicdo dinamica de fronteira de superficie
livre do fluido em movimento (equagéo (72)) e a equacédo diferencial para o vector

potencial (equacéo (73)):

op_ _ p
0A
VA= —
ot (73)
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A equacao expressa em (73) € analoga a condicdo patente na equacdo de
difuséo [Ibrahim, 2005].

A condi¢do de fronteira de superficie livre do fluido condiciona a velocidade
vertical das particulas do fluido a ser igual & velocidade vertical da superficie livre em

si propria [Ibrahim, 2005]:

od adn
9z ot (74)

E til estabelecer a influéncia da viscosidade do fluido no movimento na

superficie livre do fluido.

As condi¢des de fronteira em reservatorios de paredes rigidas (equacao (70))
juntamente com a equagao de continuidade (equagéo (69)), a equacgdo de difusdo
(equacédo (73)) e a condicdo cinematica de superficie livre do fluido (equacgéo (74))
tornam possivel obter uma solucdo explicita para a funcdo potencial escalar, ®, e o
vector funcdo potencial, A. Podem, no entanto, ainda ser introduzidas mais

simplificacdes baseadas na natureza das condi¢des fronteira [Ibrahim, 2005].

Com base na formulagédo apresentada espera-se que ® seja essencialmente o
potencial de velocidades no escoamento inviscido, ®c, que corresponde ao potencial
.. 0D . . .
para o qual se verifica 6_ = 0ao nivel das paredes rigidas do reservatorio em que se
n

encontra o fluido.

O potencial pode ser simplificado e expresso em termos de duas componentes:
P=0 +0, (75)

com ®, coorespondente a um termo associado a uma contribuicdo adicional muito
reduzida. Neste caso obtém-se novas condi¢fes fronteira ao nivel das paredes rigidas

do reservatorio:

[n X (D X A)] = (n % D(DC) ao nivel das paredes rigidas (76)
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thM=a¢b
on

] . (77)
ao nivel das paredes rigidas

Assumindo que a funcdo potencial de velocidade, ®., é conhecida (pelo facto do
fluido ser inviscido) e usando as equac@es (73) e (76), torna-se possivel determinar o
vector funcéo potencial, A. Em posse de A é possivel usar a equacéo de continuidade
(69) e a condicdo de fronteira expressa por (77) para determinar a funcdo potencial

adicional, @, usando aproximacdes sucessivas.

Em caso de harmonicas dependentes do tempo, A é proporcional a uma

exponencial da forma €“, e a equacéo (73) toma a forma:
LRI
[D + l—sz =0 (78)

/U R . : .
em que | = ./— corresponde a espessura da pelicula de fronteira. Fora da pelicula de
w

fronteira o vector fungcdo potencial, A, apresenta um andamento claramente definido

como exponencial.

Considerando oscilacdes em regime livre, para as quais 0 amortecimento é

reduzido, a frequéncia w € grande quando comparada com o coeficiente de

amortecimento o no factor de decaimento exponencial € ™.

No corpo do fluido, incluindo ao nivel da superficie livre, em zonas
suficientement afastadas da pelicula de fronteira, o vector fungdo potencial, A, pode

ser tomado como nulo [Ibrahim, 2005].

As condicBes de fronteira sdo satisfeitas na superficie livre, em termos de ®c,

que pode ser definido:

ycoshi, (z+h)
’,sinA_h (79)

(Dc = ZZ Nmnqmn Cosna]n(Amnr
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em que:

N _ =

m 2 (80)
\/; lﬂzJﬁ(AmR)(l—nj

(AmR)

A dissipacdo de energia pode ser estimada usando o resultado das

investigacdes de Lamb [Lamb, 1945]:
— =-2F (81)

em que Ecorresponde a média da soma das energias cinética, T, e potencial, V, por
ciclo e 2F é uma funcdo de dissipagcdo. As energias cinética (equacdo (82)) e

potencial (equacéo (83)) sdo dadas, respectivamente, pelas seguintes equacdes:

1 ., cothd,h
qumn 1 (82)

mn

T= %pj'(u.u)du =

1
V= qurin (83)

em que gm, € a coordenada de superficie correspondente as ondas simétricas
superficiais (cosng).
Para oscilagbes amortecidas a amplitude de onda pode se escrita de acordo com

0 proposto na equagao (84):

O = G 7 W >>a (84)

admitindo que
A funcéo de dissipacéao, 2F , é definida de acordo com:

2F = ] (% (< Ao -] 2 (p, s @)
v S
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Na equacédo (85) W traduz a viscosidade dinamica do fluido. O primeiro integral
da equacédo anterior corresponde a um integral de volume enquanto que o segundo
corresponde a um integral de superficie sobre a superficie livre de equilibrio. Nesta
circunstancia espera-se que 0 vector potencial A seja insignificante em zonas
afastadas das paredes rigidas do reservatorio. A equacdo diferencial do vector
potencial A na vizinhanca das paredes do reservatério pode ser integrada e o
resultado ser substituido no primeiro integral da equacdo (85). O segundo integral

traduz a dissipacdo na superficie livre, S¢[lbrahim, 2005].

Por introducdo da equacdo (84) nas equacdes correspondentes a energia

cinética (82) e potencial (83) e derivando em ordem ao tempo obtém-se:

E %2 -2t

=-q e

5 090, (86)
Introduzindo @c, dado pela igualdade apresentada em (79), no segundo integral

da equacdo (85):

2F = -] (10, f ds = 2108, gz ™ @)

S

Da relacao entre as equacdes (86) e (87) obtém-se:
— 2
a, = 2uA;, (88)

com v correspondente a viscosidade cinematica. A relacdo definida pela equacao (88)
traduz uma medida do coeficiente de amortecimento da superficie livre do corpo do
fluido.

A equacéo diferencial do vector funcdo potencial descrita na equacao (80) pode
ser resolvida assumindo que a espessura da pelicula de fronteira, I, € muito pequena

guando comparada com as dimensdes do reservatorio.

As componentes do vector funcdo potencial junto das paredes laterais e no
fundo do tanque podem ser obtidas [Ibrahim, 2005] e substituidas na equacédo (87).
Desta forma obtém-se os parametros de amortecimento associado as paredes laterais

e ao fundo do tanque, respectivamente:
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2
n
1+|—R 89
1 Vi (Amﬁ j — 2Amnh ©9)

a,=— 5~
2RV 2 (n j sinh24_h
1-|—R
Amn
a _ 1 juw, 2A..h
"7 2R\ 2 |sinh24_h (90)

Os decrementos logaritmicos associados a superficie livre (equacgédo (88)), as
paredes laterais (equacéo (89)) e ao fundo do tanque (equacéo (90)) séo obtidos tendo

por base a definig&o:

O_I:Z]Ti
w

mn

(91)

Assim, obtém-se as seguintes expressdes para a superficie livre do fluido, para

as paredes laterais e para a parede de fundo do reservatério, respectivamente:

A |2

mn

(93)

2
1+ LR
T Am 2A..h I
S 2 . -0
R\ 2w, n sinh24_h
1- R

mn

T | U 2A_h I
0. =— m - O —
" R\ 2w, {sinhZAmnh} (Rj (94)

com:

2
-t |

correspondente & mn-éima frequéncia natural de sloshing do fluido, e o € a tenséo

superficial.
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Refere-se ainda que o amortecimento devido a superficie livre € muito pequeno
guando comparado com o amortecimento associado as paredes, especialmente para

reservatorios de grandes dimensoes.

Em jeito de resumo pode-se entdo definir uma expressdo adequada para o

amortecimento do modo fundamental [Ibrahim, 2005]:

Ju {1+ 2(1— ?Jsinh‘l( 3.682)} (96)

0 =352
R%‘g%1 tanhy“(l'?shj

Em reservatdrios de aguas profundas (deep water), h/R>>1 ou h/L>>1, o factor
de amortecimento € invariante com a razao entre a altura de fluido e a dimenséo
caracteristica do reservatorio, sendo dado pela equacao (97) para reservatérios com

geometria circular cilindrica de paredes verticais:

Ju

0, = 352——~ (97)
RAg% %>1

A equacdo anterior foi verificada por meio de analise dimensional [Berlot et. al,
1957]. Para além disso os autores concluiram também que se dois tanques cilindricos
apresentam a mesma relacdo de altura de agua e se encontram sujeitos a mesma
excitacdo dindmica, exibem um comportamento de sloshing muito semelhante desde

gue o numero de Reynolds seja preservado [Ibrahim, 2005].

O decremento logarirtmico do 1.° modo de sloshing ndo é dificil de medir, de
facto o coeficiente de amortecimento depende muito simplesmente da altura do fluido
em repouso, da viscosidade cinematica do fluido e das dimens@es do reservatorio (raio
tratando-se de reservatérios circulares ou comprimento tratando-se de reservatorios

rectangulares).

A analise dimensional [Berlot et. al, 1957] e as correlagcbes empiricas
mostraram que o coeficiente de amortecimento do primeiro modo n&o simétrico em
tanques circulares cilindricos de paredes verticais planas é dado pela relagédo

empiricas proposta em meados da década de 60 por Abramson [Abramson, 1966]:
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1_(hj
289 [ v 0318 R (98)
¢= T 35 K2 1+ h h 1

R#g sinl—(184Rj cosf{lB4Rj

em que v corresponde a viscosidade cinemética, R € o raio do tanque, g a aceleracéo

da gravidade.

Quando em presenca de reservatorios de aguas profundas, h/R>1, a relacdo

dada pela equagéo (98) toma a forma:

= 289 v _ C
7 \Reg% VG, ©9)

com G, denominado numero de Galileu e C traduz um coeficiente numérico cujos

valores dependem da geometria do reservatorio e da altura de fluido em repouso:

R% %
G, = g (100)
v
Esta relacéo pode ser generalizada para diferentes geometrias, obtendo-se:
N
v
{=C|——+ (101)

com d correspondente a dimensdo caracteristica do reservatério, isto €, o
comprimento em reservatorios rectangulares ou o raio em reservatérios cilindricos ou
esféricos. As constantes C; e n;, presentes na equacao apresentada, podem tomar os

valores que se indicam Tabela 2.

Com o objectivo de minimizar eventuais for¢as de sloshing hidrodindmico que
possam criar instabilidade ao nivel do reservatério, torna-se desejavel suprimir em

certas circunstancias amplitudes excessivas de sloshing do fluido.

Para este efeito alguns autores tém vindo a desenvolver estudos numéricos
sobre as caracteristicas dindmicas do sloshing de fluidos viscosos em reservatérios de
geometria arbitraria [Shemer e Kit, 1988] [Popov et. al., 1993] [Mieda et. al, 1993]
[Tang et. al, 1993] [Jitu et. al, 1994].
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Tabela 2— Valores estabelecidos para as constantes C; e n;

Geometria Caracteristicas (o n,
Circular cilindrico h/R=1.0 0.79 0.5
0.5 1.11 0.5
0.1 3.36 0.5
Rectangular h/w=1.0 =1.0 0.5
Esférico ¥ cheio 0.66 0.359
Y cheio 0.39 0.359
Ya cheio 0.32 0.359
Conico vertical 0.81 0.5

2.1.4.3. Andalise modal de fluidos viscosos

Considera-se que uma quantidade consideravel do amortecimento do fluido é
desenvolvida junto das paredes laterais do reservatério, uma vez que a grande maioria
do movimento de sloshing ocorre na parte superior do recipiente junto da superficie

livre do fluido.

Para pequenas alturas de fluido, h/R<1, é expectavel que a contribuicdo da
adesdo ao nivel do fundo seja muito maior do que a contribuicdo ao nivel das paredes
laterais. A medida que as alturas de fluido aumentam, no sentido de h/R>1, a
contribuicdo do fundo diminui sendo o amortecimento condicionado pelas paredes
laterais do tanque e pelo amortecimento interno do escoamento viscoso que se
desenvolve no fluido em movimento [Bauer e Eidel, 1999a] [Bauer e Eidel, 1999b]
[Bauer e Eidel, 2002].

Admitindo um escoamento viscoso incompressivel num recipiente circular
cilindrico de paredes verticais planas. Nesta situacdo o escoamento do fluido é
governado pelas equacbes de Navier-Stokes, que podem ser definidas em

coordenadas cilindricas (r, 8, z), ao nivel da superficie livre:

30 LNEC — Proc. 0305/11/17713



n_im, fou i 10 2o o]

ot por e Tvar 2 riagr 1Zos of (102)
ov_ 1 0p o 1dv_v 10 20du 0%
YR o s S S i R S R (103)
ot prog 0°r ror r®> r?a6*> r?08 97
ow__10p 62w 1 aw 10° W, v

o tU ot (104)
ot p 0z or r ar 206° 97

em que u, v e w correspondem as componentes da velocidade do fluido segundo os
eixos r, B e z, respectivamente.

Em fluidos incompressiveis, 0 escoamento devera satisfazer a equacdo de
continuidade expressa na seguinte forma:

@+E+16V+6W 0
or r rof o0z (105)

As solucBes da equacéo anterior podem ser escritas de uma forma muito geral:

u(r,8,z,t) = ium (r,zg"*m?
m=0

(106)
v(r.8,zt) = Z;)Vm(r,z)e‘”'mg (107)
ol 6,28)= S W, (1, 2" (109
p(r.6,2,t) = py + ipm (r,2)e™"™? - pgz (109)

em que A=(+iw corresponde a frequéncia natural complexa, onde a parte real

corresponde ao amortecimento e a parte imaginaria representa a frequéncia natural
amortecida [Ibrahim, 2005].

Substituindo as equacdes (106) a (109) nas equacdes (102) a (104) obtém-se:
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0, 10U, (m+1), A, U, . 2, _ 10R,

u,——u_+ —-im=V, =

ar* r or r2 " oy " a7 r2 ™ uor

) .
or r or r U 0z r 7

2
Ty L0y, Ay W2 LR,
or roor r v 0z r M 0Z
ouU +$+@Vm+awm=0
or r r 0z

A solucéo das equacgdes (110) a (113) deve satisfazer as condigdes de fronteira
nas paredes laterais e no fundo dos tanques (equacdo (114)), as condigbes de
fronteira cinematica na superficie livre (equacdo (115)), as condi¢cdes de fronteira

dindmica na superficie livre (equagéo (116)) e as tensfes de corte na superficie livre

(equacéo (117)):

u(r,8,z,t)=v(r.8,zt)=wr,0,zt) =0

ow

2 2
F_)(r’g,t) = —Zlua_+0-|:a_,7+ia_,7+ia_f7_&

z or2 ror r?d8 o

{aw au}
i Ei e O
or 0z,

/7} = const| _,

9z roé

Nas equacgdes anteriores assume-se que U = ul/p, p correspondente a

em r=R e z=-h

|:6V +16_VV} =0
Z=0

(110)

(111)

(112)

(113)

(114)

(115)

(116)

(117)

densidade do fluido, 77 :/7(r,8,t) a elevagdo da superficie livre do fluido acima da

cota z=0, ¢ a tensdo superficial e ﬁ(r,@,t) corresponde a diferenca entre a presséo

fora da superficie livre do fluido e a pressao dentro da referida superficie livre [Ibrahim,

2005]
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As fungdes Un(r,z), Vm(r,z), Wn(r,z) e Py(r,z), indicadas de (106) a (109),
satisfazem a condi¢édo de fronteira no fundo do tanque desde que consideradas na

seguinte forma geral:

U, 2V (r W (r.2) Ry, 2} ={U )V ()W), P ) costik(z+h)] (118

Aplicando o operador divergéncia em ambos os lados da equacdo de Stokes
(equacao (110) a (112)), obtém-se a equacdo de Laplace para a distribuicdo de

pressao [Ibrahim, 2005]:

0°P. 1P, m?_  9°P, _
ot ror 12 og 0 (119

Admitindo uma transformacédo complexa [Ibrahim, 2005] para as componentes

radial e circunferencial da velocidade:

1

U= E(F +G) (120)
1

V==(F-G
pr ( ) (121)

de tal forma que:

F=U+iV (122)

G=U-iVv (123)

Obtém-se, por substituicdo nas equacbes (110) a (113), a equacdo de

continuidade modificada:

dF m+1 dG m-1
— + F+———M=
dr r dr r

G =-2kw (124)
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A solucéo para U(r), V(r) e W(r) pode ser escrita na seguinte forma:

- T {5 )
@) el

-1 2 3= 15[ Sm Sl )_ 1 2 _5| I
V=220, NE A5 Jo 205 o2 - 2oan VBT (L)) g

(125)

w(r) = CJ{W (LRD - D@T"“)Jm(gm—grj (127)

Com base na equacéo (119) é possivel ainda obter uma solu¢éo para P(r) na

forma:

P(r)=£ DJm(f—mfj (128)

2

Nas equagbes (125) a (127) A, B e D s&o constantes, A= traduz o

v
parametro adimensional equivalente ao nimero de Reynolds e p foi uma variavel
introduzida de forma a simplificar algumas das verificacbes que serdo apresentadas

posteriormente. A determinagao dos valores ¢, serdo apresentadas mais adiante.

As componentes originais da velocidade, u, v, w, e a pressdo, p, podem ser

escritas como funcdo der, 6, z e t, de acordo com:

$m
DJ’"(F rj (129)

u(r,8,zt) = —ZZ{A,“JM(\/T( RD +Bdn (W(LRD - (130)

mOn1

oo

PG):

=
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oz SS o[V on V)

w(r,e,z,t)vgiiﬂ{m —an)am[ 2 w5

p(l’ .0, Z,t) - pgz +( j D, ( j }{am (Z ;h)j|elm Ot (133

Os coeficientes Ann, Bmn € D presentes nas equacgoes (129) a (131) podem ser

definidos de acordo com as equacgfes (133) a (134):

B = ~BmAm (134)

=AY Am (135)

em que os parametros Bm, € Ymn S80 obtidos apdés a utilizagcdo das mesmas

propriedades do que usado para as funcdes de Bessel:

(136)

Na determinacédo de &, deve ser verificada a condicdo de fronteira expressa
pela equacdo (114), em r=R para reservatérios circulares cilindricos de paredes

verticais planas.

Assim, aplicando a equacdo (114) as equacdes (129) a (131) obtém-se a
equagdo transcendente (137) cujas raizes correspondem directamente aos valores de

Emn..
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‘Jm+1i 52 _/T ‘Jm—l( ? _/T _E‘]m(f)
(137)

& - -3 WEE - mJ,(é) =0
Je-1a,@=7) -Je-a3,(E-7) 3,

Por outro lado na determinacdo das frequéncias naturais da superficie livre, as

condicbes de superficie livre devem ser satisfeitas.

Assim, as condi¢cdes (119) permitem obter as condicbes que a seguir se

apresentam:

éfmnpxmsm’{fm %]{gm A 1+ 8,,)d (\/ & _/T(LRD - (138)

mn

o (A e
Srmfe D (o (L)
+@(1+5W)Jm V& =A% —4‘zmrnymn Inf Em s |1 =0

b nnf g ke

Considerando a derivada em ordem ao tempo da condicdo de superficie

dindmica (equagéo (116)) e usando a condigdo cinematica (equacao (115)), obtém-se:

aw

ar2 ror r?2d6*> o (140)

2 2
LTS PN R
No entanto, por uma questdo de simplificacdo, pode-se efectuar a substituicdo

dos trés primeiros termos dentro do parentesis pelo gradiente de pressdo usando a

igualdade apresentada na equacao (102):

2
ow {lap Aw_aw_pg }_
z

Ap = 2UA— + O] =0
P 0 uoz v o o (141)

Substituindo na equacéo anterior P pela equacdo (132) e w pela equagéo

(131), obtém-se:
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>

n=1

ncosr(fm%j\/il”ﬁ { S N +Bo)tan?‘(5 LRH

&, 2(oh)

A,
xJ (1/ j )T(/T+25nin)+%( m * BO tan"(f Vindm anR}

v, , . .
em que Oh:% € 0 numero de capilaridade que fornece uma medida para a
deformacdo da superficie em resposta as tensdes induzidas pela capilaridade,

2

IR
o

Bo =

€ 0 numero de Bond que traduz a medida da razdo entre as forcas

graviticas e de tensao superficial.

As equacgbes (138), (139) e (142) constituem um conjunto infinito de séries para
cada modo m e dependem das coordenadas radiais r/R. Para além disso cada modo
tem um conjunto de infinito de coeficientes A, desconhecidos. Truncando estas
equagbes a um numero finito de n=3N-1 obtém-se um conjunto de equagdes

algébricas para os coeficientes An, correspondentes.

O sistema truncado das equacdes algébricas homogeneas representa o
problema de valores préprios da oscilagdo em regime livre da superficie do fluidoe dos
correspondentes vectores proprios [Ibrahim, 2005]. A equacgdo (143) permite obter uma

estimativa das frequéncias amortecidas:

2

. \R
= (o +'a4m)7 (143)

2.1.44. Excitagéo lateral em fluidos viscosos

Admitindo uma excitacéo lateral ao longo do eixo X, tal que x(t)=X.e'™, as
equacdes de Stokes e de pressao indicadas na secg¢ao 2.1.4.3. ((102) a (104)) tomam a

seguinte forma:

2
6u 10p ‘0 62u 10u 12_'_120_[: 2 0v+6u ~ X, 0% cosd (144
a p or r ror r2 296 1’00 oz
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@-_lﬂﬂ{av lov_v  10%_20u_ 0%

= — + X Q “sing
ot  prod } (145)

% ror r2 1206° r66 0z°

ow _ 16p+U{62W LLow 102W+0V}
= (146)

ot poz o°r ror r’o& o7

p(r.8,zt)= p, + p(r.0,zt)- pgz— PQ>X ré* cosd (147)

As solucbes das equacdes (144) a (147) podem ser escritas de acordo com o

apresentado nas equacdes (148) a (151):

ulr 6,2t) = mi:ou’“(r’z otmo (148)
v(r.8,zt) = mZ::)Vm(r,z jat+im (149)
w(r.8,zt) = mZ:‘)Wm(r,z jQt+Im 6 (150)
p(r.6,2,t) = ng (r 2! me (151)

Seguindo o mesmo procedimento que o indicado em 2.1.4.3. (equacdes (120) a
(123)), obtém-se que as equacdes de Stokes (equacdes (144) a (147)) podem ser
rescritas em termos de funcdes reais F e G [Ibrahim, 2005], e que para m=1 (modo

fundamental de vibracéo) a equacdo de continuidade toma a seguinte forma:

dF 2_ dG
o vt AW (152)

A condicao de fronteira dindmica de superficie livre toma a forma:
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0w 0°w 1low 19°w g :
1Qp — 21— + 7 + -4+ = -2 wl=zio®aX.cosd
p-2p 0z {ar2 ror r?e8®> o } A7 (153)

Admitindo uma solicitagéio do tipo x(t)=X.e'" , entéo a solucéo para U(r), V(r) e

W(r), , pode ser escrita de acordo com o indicado nas expressdes seguintes:

N TN C

w(r)= CJl( Eon —IQ (LRD - D(éj‘]{%j (156)
em que:
C= ——“zzztiQ(A— B) (157)

Seguindo 0S mesmos passos que na seccdo anterior, os valores de & (Q)
obtém-se a partir das raizes da seguinte equacao:

Ll -io wWE—ia)  —ae) -

A NESTeS -3, ,/52—iQ*) 3,(6) |=0 (158)

JE-ioulje-ia) -JemiaufE-ia) e

A semelhanca do apresentado em 2.1.4.3., as componentes originais da

velocidade, u, v, w, e a pressao, p, podem ser escritas como funcdo der, 6, z e t, de

acordo com:
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w(r,8,zt) = —%cos@i{ﬂ(ﬁh - Bn)Jl( £ -iQ’ (LRD + (161)

n=1 Q(n
+(2<‘n anJl(fnr j}sm’{fn (z+ h)j
I R R
- H c $r (Z+ h) ot
p(r.6,zt)= p, - poz+ (Ej COSH; D“Jl[Fj cosl{gﬁm T}e 162)

- PQ*X re cosd

em que:
Bm = ~6A, (163)
Dy = -1Q), A, (164)

em que os parametros Bm, € Ymn S80 obtidos para uma particularizagdo (m=1) das

equacodes (135) e (136):

B = Jz(\/fnz -iQ )Jo(fn) 165
’ Jo(\/fnz _iQ*)Jz(En) (169)
y. = Jo \/Crnz -iQ’ (166)
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Por substituicdo das componentes da velocidade (equacgbes (159) a (161)) nas
condicdes definidas por (117) para a superficie livre do fluido, obtém-se as expressdes

equivalentes as equacodes (138) e (139):

N
el )
SeamfelplET T
+@(1+/3) \/TLR —4‘1“’/“31 5”LR =0
T B

Substituindo também as componentes da velocidade (equagfes (159) a (161)) e

a expressdo que traduz as pressbes no liquido (equacdo (162)) na condi¢cdo de
fronteira dindmica de superficie livre (equacado (153)), obtém-se a seguinte equacao

algébrica ndo homogénea (equivalente ao apresentado na equacao (142)):

os}{fn Rj{m (1+ B, ) {iQ*En + Z(éh) (Enz -iQ" + Bo)tanl{fn LRH X (169)

Ms
>
o

n=1 En

2o P )l iofa ) © 2 T Y-
xJ)| /&5 -iQ (RD {IQ (|Q +25n)+ Oh) (En + Bo)tanl{g‘n RjynJl(En Rﬂ
—igaZel

R R

As equacdes (167) a (169) constituem um conjunto de trés equacgdes algébricas
ndo homogéneas que podem ser resolvidas apoOs truncatura. A solugdo numérica
obtida fornece valores para os coeficientes A,, B, e D,. As distribuicbes de velocidade

e pressao dadas pelas equacdes (159) a (162) [Ibrahim, 2005].

Integrando a condicdo cinematica de superficie livre, dada pela equacéo (117),

€ possivel determinar-se a elevagéo da superficie livre do fluido.
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i Ot

n(r.6.t)= _(Z_QCOSQZ{@(A% - Bn)Jl[\/m (LRD + (170)

(ool e amfe ]

A componente da forca hidrodindmica ao longo do eixo x € obtida pela

integracdo da distribuicdo de pressdo e das tensdes viscosas sobre a projeccdo da

area nas paredes do reservatorio:

i ou d(v) 1du).
F. = J'f[pcose 2,ua—cos6?+y( ar( j+?ﬁJsm6}r Rd&iz + (171)

-ho =R
R2m

+J‘I H@.Fia_szing (au +6—chosﬁ} rdrd@
5% 0z radé or or et

Quando resolvidos os integrais a expressao (171) toma a seguinte forma

=

simplificada:

F, =—-€ mQ°X, —lzuRiA]sm)—(f j{ 1+38,) “522;9 (172)
x Jl(,/fn2 Q' )— (262 -i )y@ﬂ

em que mq corresponde a massa total de fluido no interior do reservatorio.

A dependéncia de n e F, do parametro frequéncia de excitagao,
Fo/(ML2Xo/R?), foi investigada [Bauer e Eidel, 1999b], tendo-se verificado que a
frequéncia de ressonancia aumenta com a diminui¢do da altura de fluido no interior do

tanque.

A elevacdo da superficie livre aumenta com a relacdo r/R para uma dada
frequéncia de ressonancia. No entanto, a forca lateral decresce com a altura de fluido
na ressonancia. Em ambos os casos, a viscosidade do fluido e a tenséo superficial
induzem a que a resposta dindmica do fluido seja limitada na ressonancia [Ibrahim,
2005].
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2.1.5. Vibracdo em regime livre

2.1.5.1. Reservatorios rectangulares

Dependendo das dimensdes dos reservatorios rectangulares (Figura 2), o
comportamento e escoamento de fluidos no seu interior, pode ser tratado como um

escoamento bidimensional ou tridimensional:

- o
- - -
/7‘—
» ./:/ ......
4 s
. 7o
hl Y
v o b
- -
L

Figura 2 — Tanque com geometria rectangular

Assim em presenca de comprimentos bastante elevados (L—), pode-se
assumir como muito adequada e com solucBes bastante aproximadas uma situacdo de
escoamento bidimensional. Neste caso a funcdo de potencial de velocidades deve

satisfazer a equacao de Laplace definida pela expresséo (173) [Ibrahim, 2005]:

0’0 0’0
- 4+

x> ay? (173)

A solucéo da equacéo (173), admitindo as condicdes de fronteira definidas por

(174) e (175):

0P
- =0
ox| L (174)
P
0P _
E1 (175)
z=-h
€ dada por:
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00

5(x,y,z,t) = Z[am (t)cos KX + B (t)sin kmx]cosh[km(z + h)] (176)

m=1

em que:
(2m - 1)77 L
Kny = 0 para modos assimétricos (177)
K mrmr
" L para modos simétricos (178)

Para reservatorios de agua profundas, em que se observe h/L>2, tanh(kmk)=1,

as frequéncias naturais da superficie livre do fluido séo obtidas da equacéo (179):
e = gkptahn(kyh) (179)

Se for considerada a tensdo superficial, entdo numa zona de contacto de

deslizamento, a frequéncia natural toma a forma:
g
o = [gkm + ;k%}anh(kmh) (180)
A elevacao da superficie do fluido é descrita por:

/7(x,t) = éZ[ﬁm coskX + B, sin kmx]zqﬂ cosat cosh(kmh) (181)

m=1
A equacdo anterior combina ondas simétricas e assimétricas. Os modos

simétricos sdo dados pela primeira parte da equacao (181):

/7(X,t)=§2[ﬁm cos kmx]cq11 cos whtcosh(kmh) (182)

m=1

Para determinados valores de x a superficie do liquido movimenta-se para cima

e para baixo, e para determinado valor de t a forma da superficie é andloga a de uma
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curva coseno, sendo que as ondas deste tipo ndo apresentam qualquer tipo de

propagacao no espaco [Ibrahim, 2005].

Por outro lado a forma dos modos assimétricos é dada pela segunda parte da

equacao (181):

/7(x,t) = éi[ﬁm sin kmx]zqﬂ COS et cosh(kmh) (183)

m=1

De uma forma mais geral, e referindo-se a reservatorios analogos ao indicado
na Figura 2, alguns autores [Graham e Rodriguez, 1952] definiram a velocidade

potencial em trés dimensdes:

?(x,y,z,t) = iiﬁmn (t)cos[ ZmLmjcos( 2n|ny ]cosh[kmn (z +n)] (184)

em que | e b sdo, respectivamente, o comprimento e a largura do tanque,

Ko = n\/((Zm)2/L2)+ ((Zn)zllz) e m e n correspondem a valores inteiros positivos.

A frequéncia da superficie livre da situacao referida anteriormente é dada por:

oy = IKpntann (K, h) (185)

Se for considerada a tensdo superficial entdo a expresséo anterior toma uma

forma semelhante a expressao (180), definida para o espaco bidimensional:
g
Wy = |:gkmn +;kr?1n:|tanh(kmnh) (186)

Com base na expressdo anterior a elevacdo da superficie da onda que se

forma durante o movimento pode ser escrita:

ICSRIED I I AN cos( an]_mjcos( 2n|ny jcosh(kmh) (187)
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E importante ndo esquecer que a dependéncia temporal da elevacdo da
superficie do fluido resulta da variacao da posi¢éo do centro de massa do reservatorio
[Lorell, 1952].

Muitas tém sido as técnicas desenvolvidas com o objectivo de medir a variagdo
da altura da superficie livre dos fluidos durante a ocorréncia do fendmeno de sloshing
no interior de reservatorios [Whittenburry et. al, 1959] [Wilner et. al, 1960] [Crews e
Earth, 1963] [Muenz e Marcello, 1964] [Sturtevant, 1966] [Lindstrom et. al, 1969].

As frequéncias fundamentais de sloshing em reservatdrios rectangulares tém
sido amplamente investigadas por via experimental e analitica, com provas de uma

excelente adequacao entre resultados [Ibrahim, 2005].

2.1.5.2. Reservatorios circulares cilindricos de paredes verticais planas

Os reservatorios cilindricos podem ter paredes verticais planas nao
apresentando qualquer tipo de divisérias internas (Figura 3) ou podem apresentar

divisérias ou septos interiores (Figura 4).

Neste Ultimo caso as alteragbes introduzidas traduzem um aumento
significativo da frequéncia natural de vibracdo do fluido no interior do reservatorio
[Ibrahim, 2005].

’ }
Superficie r i
livre |

|

Figura 3 - Tanque circular simples
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Superficie livre

A
w
-

h

Figura 4 - Tanque circular cilindrico: a) com septo anelar, b) tubular e ¢) com septos
interiores, adaptado de [Ibrahim, 2005]
Relativamente a situagdo mais simples (Figura 3) uma solucdo possivel da
equacao de Laplace, que verifigue as condicdes de fronteira nas paredes e no fundo

do reservatorio apresentadas nas equacodes (26) e (27), corresponde a:

10.020)= 33 e ccsmo g sy 1) il 2]
mn

m=0n=1

(188)

em que dm, € bn, sdo fungBes dependentes do tempo determinadas a partir das
condicOes iniciais da superficie livre do fluido, Jn(Amnt) é a funcdo de Bessel de

primeira ordem e Ann=¢nn/R corresponde as raizes de [Ibrahim, 2005]:

a‘]m /]mn —
931, V) =0 (189)

As analises propostas para reservatoérios circulares de paredes verticais planas
podem ser simplificadas de uma forma muito significativa, em circunstancias em que o
campo de equagdes para o escoamento do fluido surge como linearizado para

deslocamentos de amplitude reduzida.

As frequéncias modais sdo determinadas a partir da condicdo de fronteira de

superficie livre [Ibrahim, 2005]:

o 0
ot an = (190)
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Fazendo a primeira derivada da equacdo anterior em ordem ao tempo e

introduzindo o indicado na equacao (3), obtém-se:

0’0 09 _
F ga_z_ (191)

Se as fungbes an, e by, forem expressas como harmonicas, do tipo sinwmt ,
podem-se obter as frequéncias naturais da superficie livre do liquido por substituicdo

da equagdao (188) na equacéo (191):

mn mnh
o = g; tanh(ER j (192)

A expressdo acima indicada aproxima um valor constante para h/R>2, dado

pela relacdo que a seguir se apresenta:

g, =95 Smh 5 265
R para R

(193)
Usando a equacdo de Laplace e se for considerada a tensdo superficial, a
condicao de fronteira de superficie livre combinada com a condi¢é@o cinemética patente

na equacao (191) permite obter, [Ibrahim, 2005]:

w0 o ° (194
Neste caso em particular a frequéncia natural é dada por:
— gfmn anz"ln <tl’]’ll"lh
o —{ R TR PR (195)

Este resultado é vélido para a linha de contacto de deslisamento, revelando
gue a tensao superficial causa um aumento significativo ao ao nivel das frequéncias

modais do sistema [Ibrahim, 2005].

A elevacdo da superficie do fluido, medida relativamente a superficie em
repouso, é obtida por substituicAo dos valores definidos pela equacdo (188) na

equacao (190):
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1l o =
n= E ZZ[amn cosm@+ B, sin mH]]m (Amnr)cosh(/lmnh)(@m cos cqmt) (196)

m=0n=1

em que a@,, e B,, correspondem a coeficientes constantes que sdo determinados a

partir das condic¢es iniciais.

Os modos simétricos e assimétricos de sloshing tomam as seguintes formas,

respectivamente:
n(r.6t)== ZZamn cosmM A, (A )c0Sh(Ah )y, €OS @it (197)
m=0n=1
1 [ee] 00
olt6:) -2 ZZ[ﬂmn SinMB 1 (At )c0Sh (A} €05 cpt) (198)
moon=1

Estas formulas permitiram encontrar, para tanques circulares de paredes
verticais planas, uma excelente concordancia entre resultados analiticos e
experimentais no que refere aos trés primeiros modos de vibracdo [Eulitz, 1958]
[McCarty e Stephens, 1960] [Werner e Coldwell, 1961] [Kuttler e Sigillito, 1984].

2.1.6. Vibracdo em regime forcado

A excitagdo forcada de fluidos no interior de reservatérios apresentando
diferentes geometrias € tratada com base na teoria linear das pequenas oscilacdes
quer na direccao principal (definida por, horizontal ou lateral), quer para rotacdes pitch,

yaw e roll.

Refere-se que, por uma questdo de simplificacdo, para tanques circulares de
paredes verticais planas e fundo plano assume-se que a superficie livre do fluido
oscila de uma forma plana sem qualquer tipo de rotacdo derivada da geometria das

suas paredes laterais [Ibrahim, 2005].
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2.1.6.1. Tanques rectangulares

A problematica subjacente a excitacdo em regime forcado de reservatoérios
rectangulares tem vindo a ser estudada desde a segunda metade do século XX no
ambito de variados projectos de investigacdo, que tem vindo a contemplar ndo apenas
as simples solicitagBes laterais de translagdo mas também as excitagcdes pitching,
yawing e roll [Graham, 1951] [Graham e Rodriguez, 1952] [Eide, 1964] [Ghali, 1965]
[Momoi, 1965] [Bauer, 1966a] [Bauer, 1966b] [Bauer e Villenueva, 1967a] [Bauer e
Villenueva, 1967b] [Scarsi e Brizzolara, 1970] [Kimura et. al., 1996b]

As diferentes formulacdes obtidas baseiam-se na adopcédo de diferentes tipos
de estimativas para a aproximacao dos valores das pressfes hidrodinamicas, forcas e

momentos nas paredes laterais e de fundo dos reservatorios [Ibrahim, 2005].

2.1.6.1.1. Solicitacdes laterais

Admitindo um reservatério rectangular rigido sujeito a solicitacbes laterais
sinusoidais x(t) de pequena amplitude e assumindo também que n&o se identifica
grande nivel de amplificacdo do movimento, pelo que a resposta do fluido apresenta
amplitude igualmente reduzida, o campo de equacdes que define o escoamento para

um movimento bidimensional toma a seguinte forma:

0’b , 0%0 _ 0

2 ay? (199)

99/ _g

ox| _.t (200)
"2
0D

g7 -—-+ X[tk =0 ) (201)

para z=n(x,t)
0P _an
2 ot (202)

para z=n(x,t)
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As condi¢gBes de fronteira dinAmica e cinematica ao nivel da superficie livre
(202) e (203) podem ser combinadas permitindo obter apenas uma equacdo

equivalente, dada por:

g——+—5 = Xx (203)

A funcéo potencial total corresponde a soma da funcéo de fluido perturbado, @
(solucdo da equacao de Laplace apresentada em (199) e que satisfaz as condicbes de

fronteira explicitadas de (200) a (202)) com a funcdo potencial do préprio reservatério,

@, [Ibrahim, 2005].

O processo de avaliacdo da funcdo potencial de velocidades total, ®, para
fluido em reservatérios rectangulares sujeitos a solicitagdes laterais permite obter o

seguinte resultado:

n T z+h
. (—1) sm[(Zn +1)chosr((2n+1)ﬂ(l_)j 4LO? (204)
® = -X,QcosQt x{x+ >’

n=0 *(2n+1) cos%{(Zn + 1)7?) o -2°)

em que:

of =(2n+ 1){%) tanh((Zn +1)%j (205)

corresponde ao quadrado da frequéncia natural da superficie livre do fluido.

A elevacdo da superficie livre do fluido determina-se por substituicdo na

equacdao (204) dos valores dados pela equacao (201):

n=Q? stt{ Zn22n : (aﬁgz )sin[(Zn—l)%j} (206)

As ondas de superficie compreendem uma onda simples expressa pelo

primeiro termo na equacao (206) e um grupo de ondas sinusoidais simétricas.

A pressdo em qualquer ponto dentro do dominio do fluido é dada por:
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ot (207)

| (~1sin (2n+2)™ |cos (2n+1)M ,
= pX,QsinQt x x+nZ:c:) EZ(Zn_'_l):is}{gn_kl)Tj L j((:?L_QQZ)

A pressdo hidrodindmica em qualquer ponto da parede lateral, x=L/2, e em

qualquer ponto do fundo do reservatorio é dada, respectivamente, por:

z+h
' L e COS}{(ZI’] +1)7ﬂ( )j 4L 02 (208)
P, = PX,QsiNQt x4 =+ L 7
=0 72(2n +1Y cosr((Zn +1)°— ] j( 0’)

. Sin((Zn +1)mj 4L02 (209)
P, = PX,QsiNQt x4 x+ > L 7=
=0 72(2n+1)° cosr{(Zn +1)°= ] j i -2%)

A localizacdo do centro de presséo, na parede lateral do reservatorio, medida a

partir da superficie livre do fluido € dada por:

tam{(Zn + 1)(;1)} (210)

=T (hj n(2n+1)

L

A forca hidrodindmica total imposta pelo fluido nas paredes do reservatorio €
determinado pela integracéo da presséo ao longo de toda a area das paredes laterais,
yUO+b/2 e z[J[-h,0]:

F, = Zjo dzJ'b/2 p,dy =
w -h —-b/2"W (211)

. 8tan){ 2n+1 j o?
=m, X,Q*sinQt 1+z
f _Qz)
( jnS 2n+1)> ¥
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em que m=pLbh corresponde a massa total de fluido no interior do reservatorio.

O momento em torno do eixo y devido as forcas na parede do reservatorio

determina-se com base na equacéo (212):

0
M, =2 bzdz
™ I-h P (212)

0 2
= m; X,hQ?sinQt E+Z 80 x| 1- 1

"ty | cosflene)?)

O momento em torno do eixo y devido a pressao hidrodindmica actuante no

fundo do reservatério é dado pela expressao seguinte:

M _ L/2 b d
yo .[—L/Z pW XOX (213)

2 2
Xt sinQt i+Z 8Q

(Dz 12 = (e - Q) (2n +2)* cosl{(Zn + 1)T]

Como seria de esperar, 0 momento total em torno do eixo y corresponde a

= mf
soma do obtido das equacgdes (212) e (213), de acordo com o0 que se indica em
seguida:

1
2 + 2
1z(hj "0 (af - Qz{hj 7(2n+1)'
L L

. 1
M, =m, X,hQ?sinQt 57

2.1.6.1.2. Solicitagdes pitching

Quando sujeitos a excitagfes pitching do tipo W(t)=W,sinQt, em torno de y e
passando pelo centro de massa impulsiva do fluido, as condi¢cdes de fronteira sdo

definidas da seguinte forma:
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0P

— ==Y QzcosQt
X ° em x=%L/2 (215)
0z em z=-h/2
0°d g 0P _ 0
o T 217
ot? 0z em z=h/2 (217)

A solucdo da equacédo de Laplace que satisfaz as condi¢des de fronteira (215) a
(217), e cujo primeiro termo descreve o potencial de velocidade de um sistema rigido,
definido pela prépria estrutura do reservatorio e a massa de fluido que se move

solidaria (também denominada de impulsiva) com ele, é definida de acordo com o

patente na equacao (218):

: iz . TX
o (-1)'x4 h25|n((2n+1)hjsm>—((2n +1)hj 18)
® = QW,cosQts y- - . - +
w20 +1) cosf{(Zn +1)j
2h
: h)\mr
L%s n( 2n+1 nxjcos 2n +1)( _(D
. [ ( )h ( Z 2))h +i(_1)nx4l_( 02 jx
sin?'((Zn +1)Tj Sr(en+1fof - Q2
] 2Ltan|{(2n +1);j . sin((2n+1)lz(jcosi((2n +1))(z+(2DI7_T
X|—= + = |x
2 n(2n +1) « cosr[(Zn +1)Tj
A forca horizontal que se desenvolve ao longo do eixo coordenado X, é dada
por:
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8tan)'((2n +1)j
2 o 2 (219)
F, = pghLbx Q2 hkIJosithx > hL wzQ e

9 =0 (2n+ 1)3I h -0

2|_tan!{(2n +1)mj
2L) . 9

2 r(2n+1)h " he?

n

em que a)ﬁcorresponde ao quadrado da frequéncia natural da superficie livre do fluido

dada pela expresséao (205).

O momento total a actuar no reservatoério, em torno do eixo coordenado Y, é
definido de acordo com o proposto na equagao (220):

7h
8Ltanh (2n+1)"~—
M =—pgh2Lb—thsith 'y + 9L +i‘, a”*((” )ij (220)
Y g mh? 120°Q* &  m(2n+1Fh
2L tan)'((Zn + 1)”‘) 8|_tanr((2n + 1)mj
<| = — 2L g L y

g <
2 n(2n+1)h +2hw§ hwﬁ+§ (2n+1°h

2Ltan){(2n+1)mj
M 2L g

s
2 ri(2n+1)h +2hw§ haf

em que m; e ly, correspondem a massa total do liquido e ao momento de inércia da
massa efectiva do fluido em torno do eixo coordenado y. O momento de inércia da
massa efectiva desenvolvido em torno do eixo y é dado por:

7h
) 4 768 - tan{(2n+1)2|_j (221)
Sl Tt e (el
1+[ j n"‘h( £ j"‘o

com ls, corresponde ao momento de inércia da massa do liquido inerte (ou impulsivo)
em torno do eixo y.
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2.1.6.1.3. Solicitacdes roll

Quando um reservatorio rectangular regular se encontra sujeito a solicitacdes
dindmicas segundo o0 eixo Z e com um andamento definido por ¢(t)=¢osinwt, as

condicbes de fronteira podem ser expressas por:

0P

— = ¢,QycosQt

ox ° em x=L/2 (222)

0d

a_y - _¢OQXCOS§2t (223)
em y=+b/2

b

0z em z=-h/2 (224)

A solucdo da equacdo de Laplace que satisfaz as condigbes de fronteira

expressas pela sequagdes (222) a (224) é definida com a seguinte forma:

o, (1) x bzsin((2n+1)7gjsin)—((2n+1)7:j ) (225)

® = Qg,cosQt: Y.

= (2n+ 1) cosl{(Zn + 1);)

_Lzsin[2n+1 jsmr(zml j+iw(—1)”*m(g—2jx

> ;
cosr((Zn +1)°= ] j m= =0 W = Q2

16Lb}p*(2n -+ 1)’ ~b*(2m+ 1)2]sed1[$ Jb2(2n+1) + 12(2m+ 1)2j

X X

7 (am+1F (2n +1f |p?(2n + 1 + C(2m+1f

oo T

A parcela bidimensional da funcdo do potencial de velocidades, expressa pela
equacao (225), satisfaz as condi¢cdes de fronteira ao nivel das paredes laterais do
reservatdrio, enquanto que € necessario que a parcela tridimensional satisfaca a
condicéo de superficie livre do fluido.
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O momento em torno do eixo z apresenta-se de acordo com 0O expresso na

equacao (226):

_ e 1 [, S
M, Q¢Osm§2t{ - nZ(:)(Zn+1) {L tanl‘((2n+1)2LH+ (226)
, i) 1 — Q°
v v S5 LT

6403 [02(2n + 1) - 12(2m+ 1] }
#b2(2n +1) + 12(2m+1)°[ (2m+1)*(2m+1)°

A equagdo indicada pode ser rescrita em termos do momento de inércia do

fluido na seguinte forma:

M, = sz(%j292¢05in9{ : +ZZ( jx 76802(2n + 1) - L2(2m-+ 1ff 5

m=0n=0 ﬂ7b2[EJ(L2 + bz)(2m+1)4(2n+1)4

) tan}{(ﬁ;j\/ b?(2n+1)° + L2(2m+1)? J
{(Zn +1P + ('t;jz(zm . 1)2}%

em que as frequéncias ressonantes sdo expressas de acordo com (228):

W =g L_ZE)\/ b?(2n +1)° + L2(2m+1)? tan!{LEb\/ b*(2n+1 + L*(2m+1)? j (228)

e I, corresponde ao momento de inércia da massa de liquido efectiva também

denominada de massa convectiva:

7h
) A 68 tank((2n+1)2|_j (229)
e =le 17 L 2" L2 +h? 2. (2n+1)
1+ [bj nsL(j n=0
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2.1.6.2.  Reservatorios circulares cilindricos de paredes verticais planas

O problema das vibracdes forcadas em reservatoérios circulares cilindricos de
paredes verticais planas e de altura constante quando sujeitos a movimentos
horizontais (laterais) e de pitching tem vindo a ser estudado analiticamente e
experimentalmente [Wedemeyer e Reese, 1953] [Brown, 1954] [Reese e Sewal, 1955]
[Schmitt, 1956] [Schmitt, 1957] [Chobotov e Fowler, 1957] [Sewal, 1957] [Bauer,
1958a] [Bauer, 1958b] [Bauer, 1959] [Bauer e Reinfurth, 1959] [Eide, 1964] [Huleux,
1964] [Takahara et. al., 1995].

Uma vez que se assume o fluido como inviscido, entdo quando se encontra
sujeito a excitacao roll, acaba por ndo participar no movimento do reservatério em que

se encontra incluido.

Se a viscosidade for considerada entdo torna-se necessario resolver as
equacdes de Navier-Stokes, 0 que permitirA estimar a espessura de fluido que

participa de uma forma directa e activa no movimento do reservatorio [Ibrahim, 2005].

Embora ao longo dos tempos tenham sido adoptadas diferentes abordagens,
0s estudos desenvolvidos vocacionaram-se fundamentalmente para a determinacao
da massa efectiva do fluido, das forcas e momentos actuantes nos reservatoérios e da

elevacédo da superficie livre do fluido relativamente a posi¢do de repouso.

Assim, indicam-se os trabalhos de Kachigan [Kachigan, 1955], Schmitt
[Schmitt, 1956], Armstrong e Kachigan [Armstrong e Kachigan, 1961] em que foi usada
a transformada de Laplace com o objectivo de determinar a resposta da superficie livre

do fluido quando sujeita a excitagdes arbitrarias de translacdo e de pitching.

Outros autores como Miles incluiram a viscosidade do fluido nos seus estudos
[Miles, 1967]. Com cariz experimental referem-se os trabalhos de Abramson
[Abramson, 1961] [Abramson, 1963] [Abramson e Ransleben, 1961a] [Abramson e
Ransleben, 1961b] [Abramson e Ransleben, 1961c] [Abramson e Garza, 1965] ao
nivel da medicao da distribuicdo de pressdes, da forca horizontal e do momento nas
paredes de reservatérios circulares cilindricos de paredes verticais planas quando

sujeitos a excitagdes horizontais e de pitching.
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Para além destes indicam-se ainda trabalhos desenvolvidos com o objectivo de
guantificar as for¢cas hidrodindmicas actuantes nas paredes de reservatérios circulares

cilindricos sujeitos a excitagfes harmoénicas [Kana, 1964] [Guyett, 1967].

2.1.6.2.1. Solicitacdes laterais

Considerando um reservaodrio circular cilindrico de paredes verticais e fundo

plano sujeito a uma solicitagcdo sinusoidal segundo o eixo X (Figura 5), dada pela
expressao:

X(t) = X, sinx (230)

em que X, e Q correspondem, respectivamente e de acordo com o indicado na Figura

5, a amplitude e a frequéncia de excitacédo

- - . ﬂ
/NGR S %
: A
<
: 1 LI
[ l ._J' =
h // X'_I
1)=| X, sinr?

Figura 5 - Tanque circular cilindrico sujeito a solicitacdo lateral segundo eixo X,
adaptado de [Ibrahim, 2005]
Assumindo que, tanto a amplitude de excitacdo como a resposta do fluido séo
reduzidas, o campo de equacdes linearizado que define o escoamento do fluido no

interior do reservatoério toma a forma:

24 —
"® =0 no interior do dominio do fluido (231)
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E (232)
or R
0P
e (233)
z=-h
0D
gn—-——+Xrcosd =0 _ (234)
ot om z=n(r,61)
0P _an
-—=— _ (235)
0z at em z =n(r,6t)

As condi¢cBes de superficie livre dindmica e cinematica (equacdes (234) e (235))
podem ser combinadas:
00 0°d

g¥+? = Xr cosé (236)

Uma solucdo tipica da equagéo (231) sujeita as condi¢cdes explicitadas em (232)

e (233) pode ser escrita na seguinte forma:

&= 3l ()eos+ By, (s )2k 1) @37
1n

n=1

Admitindo-se A;, e B1, coordenadas generalizadas variaveis no tempo. Estas
funcdes sdo determinadas com base nas condicbes de superficie livre indicadas em
(235). Supondo também que, para verificacdo do atrds mencionado, a coordenada r
deve ser expressa na forma de uma série de Fourier-Bessel [Smythe, 1968] [Ibrahim,
2005]:

r = Fydilker) (238)
n=1
em que:
2R
Fo = (239)

(kfnR2 —1)11(ka)
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Introduzindo as equagfes (237) e (238) na condicdo de superficie livre

explicitada na equacgéo (231), obtém-se:

z{/&m(mam(w—L}l(knr)cow[ém(t>+aﬁsm(obl(knr)sme (240)

~ coshky,h

com:

— gflmn {1mn
ot = = tanh( = j (241)

A equacao anterior é verificada se as coordenadas generalizadas, Ai, € By,

satisfizerem um conjunto linear de equacdes diferenciais (equacdes (242) e (243)):

Fon ) + 6 [f) = —2F0

" cosh kinh (242)

Bin(t) + By, (t) = 0 (243)

Considerando um estado estacionario obtém-se as seguintes solugfes para as

equacoes (242) e (243):

_ Xe2°F,
(a,ﬁ1 - Qz)cosh ky,h

A,t)=- cos (&t (244)

By (t)=0 (245)

Substituindo as solucdes dadas pelas equacdes (244) e (245) na equacao (237)

obtém-se o seguinte potencial para o fluido perturbado:

& &Enlz+h
~ > 2R Q2 Jl( ng jCOSh{ 1n(R )} (246)
<D:—XOQc059cothz 3

=18 -ld - 27) ) cos{ 21

A funcéo potencial total, ®:
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$niz+h
R 02 ‘]l[{anr) Cosh{ l”(zR )} (247)

)(aﬁ 'QZ) 3ifén) cosh({gh]

@ = -X 2 cos fcos 2x r+z (

corresponde a uma soma do potencial do fluido perturbado, @, e o potencial

associado ao reservatério @y, dado por:

@y = -Xr2cosfcos & (248)

Substituindo a equacéo (247) em (231), obtém-se a definicdo da elevagdo da

superficie do fluido durante o0 movimento, também denominada de altura de onda:

(249)

({lnj

3

/7=XQcosecothr+§ NP R
g i

)(af] Qz) (&)

A maxima altura de onda ocorre na parede lateral para r=R, =0 e Qt=1v2:

X022 > 2R o8
Tmax :OT R+ Z( \N \:| (250)
n

1)k, - 2%)

A pressédo hidrodindmica em qualquer ponto, associada ao fenémeno de

sloshing, pode ser determinada a partir da equacéo definida para as pressoes:

0D
i 251
p=p m (251)

que, apos concretizagao corresponde a:

2 2
) o Jl[gr) cosh{”‘(;m)} (252)
_ 2
p = PX Q27 cosdcos Ax<r + z(ln )(aﬁ] _Qz) 3.(&) cosh&,r
R

Analogamente ao verificado para a altura de onda, a pressdo maxima ocorre

também ao nivel da parede lateral e para r=R, 6=0 e Qt=172:
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253
O%R (253)
“h
o°R - ) éing tanh({'l; COSh[Eln (ZR+ h):|
Pw - . \
Xo) 9 1+Z(52 -1 &oh
mR -0 n=1 \61n cosh>"—
R OR R
1_
2
{lngtanh[igh)

Relativamente a distribuicdo de pressédo no fundo do reservatorio, pode-se

afirmar com ceretza que esta ocorre para z=-h, 6=0 e Qt=172:

O%R (254)
2
, ) &n9 tanh[{'l;h] 1[‘(1“}
pbx - Q°R X %_'_ Z 2 . . {R
pgR(Oj g ”:1( 2 —1)cosh( 1“} o
1~ Q°R
2
éing tanh[‘(gh)

Com base na distribuicdo de pressdes em altura e para diferentes niveis do

2
R . . ,
, também conhecido como nUumero de

parametro da frequéncia de excitagao

Froude, é possivel concluir que aparentemente o primeiro terco de fluido, medido a
partir do fundo do reservatério, se comporta essencialmente como uma massa inerte
ou impulsiva, enquanto que a maioria do sloshing ocorre junto da zona superficial do
fluido [Ibrahim, 2005]. Esta observacdo fundamenta o desenvolvimento de modelos

mecanicos equivalentes, apresentados mais adiante no presente relatorio.

As forcas actuantes nas paredes e no fundo do reservatério obtém-se por
integracé@o da presséo na correspondente area da zona de fronteira. Por consideragéo

de 6=0, é possivel definir a forca actuante segundo o eixo X [lbrahim, 2005]:

2mr 0
F, = L:oj . pcosaRd&iz (255)
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gue simplificando corresponde a:

0 2
F, = m Xo02?sin |1 +Z ! -2 ‘tanh(gl”hﬂ (256)

={ (m et 27 LR

em que mytraduz a massa total do fluido existente no interior do reservatorio e dada

por:
= prhR? (257)

As forcas actuantes ao longo do eixo Y e no fundo do reservatdrio surgem

definidas de acordo com o proposto pelas equacdes (258) e (259), respectivamente:

F, _.[ J- __ PsinéRdéiz =0 (258)

Fo=[" [ prdrdz =0
b—jgzojzopr rdz = (259)

Os momentos hidrodindmicos associados as for¢as de fluido actuantes na
parede lateral do reservatério em torno do eixo y (equagdo (260)), com origem na
superficie livre ndo perturbada (em repouso), e no fundo do tanque (equacgédo (261))

sdo, respectivamente:

X I . 1- cosr{fmj (260)
M., =m X,Q°sinQt| —+ [ j
yw f 2 z h ¢, (<(1n _1)( COS}‘[fmj
) - o . (261)
M. =m XstmQt
e S Jeos )
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O momento total segundo o eixo y corresponde a soma dos momentos dados

pelas expressdes definidas pelas equacdes (260) e (261):

4h n=1

, 2 ) {2 - cosr[fl”hﬂ (262)
R > R 2Q R
X
[ j & -

i h
M. =m. X Q%sinQt| —+—+> | —
y t /N0 2 z Eln 1)(afn_Qz) hcosr(glnhj
R

2.1.6.2.2. Solicitacdes pitching

Considerando um tanque sujeito a movimentos de pitching segundo o eixo y

(Figura 3) passando pelo centro de massa do fluido em repouso:
W(t) = W,sinQt (263)

em que Y, e Q correspondem a amplitude e frequéncia de excitacdo, respectivamente.

As condi¢cdes de fronteira em termos de potencial de velocidades total

exprimem-se da seguinte forma:

oo

— =-Y,zQ cosQt cosd (264)
or em r=R
(0]
- a— = -Y,rQcosQtcosd (265)
0z em z=-h/2
oP? 0P
+922 =0 (266)
ot 0z em z=h/2
A solucdo da equacédo de Laplace pode ser decomposta em trés parcelas:
O=0,+d,+d, (267)
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em que &, satisfaz a equacéo (264) e (Cbl + CTJZ) satisfaz a equacéao (265). Esta ultima
expressédo traduz uma velocidade nula ao nivel da superficie livre do fluido enquanto

que @, fornece uma velocidade também nula, mas para z=-h/2.

Obtém-se desta forma os seguintes potenciais que satisfazem as condicdes

indicadas atras:

®, = -QW rzcosQtcosd (268)
~ - Jl(knr) .
®, = QW,cosQtcoss) | {A, coshk z+ B, sinhk_ z} (269)
=9 (kR)
P, = QW cosQt cos&ic 3, (k) coshk (Z+Dj (270)
’ ° n=1 " Jl(kn R) " 2
em que k, corresponde as raizes de % =0. As constantes A,, B, e C,
r r=R
correspondem a:
__ R* 1
An {nl({nzl - 1) sinh Enll (271)
2R
_ R 1
" ks T cosne, N (272)
2R
nh nh nh
= R?2 ({R j + coth( {R j - 3tanh( iR ] (273)
" (“ﬁ _-Qz) (5nz _1) &, cosh({”h]
2R

Concretizando os valores deados pelas equacdes (271), (272) e (273) nas
expressodes (268) a (270) obtém-se o valor total do potencial de velocidades, @, para
um reservatorio circular cilindrico de paredes verticais planas sujeito a excitagcdes de

pitching:
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r z . z
o o2 Jl(fn j cosh¢, = sinh&, = (274)
@ = -QY¥,cos tcosé rz+z'|§ 3 ( R) E -3 '?] +

n:l( n _1) Jilén) | sinh én R coshé, R

) ) (gnhj+coth[{”h]—3tanh(€”hj

z Q R . R 2R 2R
a'ﬁ @ ({n _1) fnCOSh[Enh]
2R

Jl[fn ] :
cosh ”( —]
R 2

)

A elevagdo da superficie livre do fluido (,7:166_?) acima do nivel
g

correspondente a z=+h/2 é:

(275)

: ., og)
qzﬂstithcosB LL+Z: R {cothfnl—3tanhfni}+
9 2R R 1( —1) 3(&) 2R 2R

(E”hj + Coth(f"hj - 3tanh( ”hj Jl[f”rj
z . R 2R R R ﬁ
X X x cosh
( 1) $ cosh( S j %) R
" 2R

A parcela oscilante ou convectiva da pressao hidrodinamica p = paa—(tp € dada
pela expressao (276):

r z . z
VAR j coshé, (j 3sinhé, (j (276)
p= pQZ%stithcose{;—z 1, R X R/ RIL,

+ ,
2 ~ ({nz - ) Jl(fn) sinh &, (hj cosh§, (hj
2R 2R

w 5 ¢ )4 coth $n | - 3tann( <o el
"L Qz)(g,;l){( : ; ((jﬂ =l J(AESJW“‘;—”(HEJ}

Sendo que a pressao hidrodinAmica na parede lateral, considerando r=R, e no

fundo do reservatério, para z=-h/2, sdo dadas respectivamente por:
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z
coshé, (R] _ . (277)
—— < -3sinh{, [Rj

P, = PQR*YR?sin (tcos 8{—2 + z > +
R n=1 (fn - ) Cosh(inR j

. h 1 [ (&h &h
= PQWR?sinMcosfl -— +5 s coth| 22— | + 3tanh| 2" | | +
Pp = P { Y nz:l( 2 ‘1)L [ R j [ R ﬂ (278)

éah +coth L -3tanh ¢ > J ¢
R R RJ| 1 2 "UR

' ni;l ( én cosh[ihj (‘tnz B 1) (“’r? - Qz) Jl(‘(n)

A forca de sloshing hidrodindmico segundo o eixo coordenado x, admitindo

0=0, é dada pela equacao (279):

2 r/ . 21 . &h
Fx = .[H:OJ-—hZ/Z pWR cos @z = _ﬂwo-szstm-Qt;{_n(zAn +Cn )Smh[ Zr;? j (279)

em que A, e C, sdo parametros definidos, respectivamente, pelas equacdes (271) e
(273). Analogamente ao observado para tanques circulares cilindricos de paredes
verticais planas sujeitos a solicitacdes laterais, forca resultante da excitacdo de
pitching depende de uma forma muito objectiva da frequéncia de excitacao. [lbrahim,
2005]

Os momentos das resultantes das forcas hidrodinAmicas actuantes na parede
lateral e de fundo do reservatdrio sédo definidos de acordo com as equacdes (280) e

(281), respectivamente:
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271%

Myw = J- J-pWdezcosajB: (280)

h 1 h
¢, -—sinh| &, —

. h < 2B, =R ( ZRJ ¢ ( 2R

= Q%YyR*n? sin & ——z
12R

2
n=1 Eﬂh + Cn h ({n j i Cosh(ﬂj -1
&h?|2 ¢ R
277%

My, = J- J-pbrzdrcos&jﬁ = (281)

o h . h
An COSh(fn Ej - B, smh({n E] +C,

n=

= -y, R3h23|nf2t

Efectuando a adicdo algébrica das duas componentes do momento patentes
nas equacdes (280) e (281) pode-se escrever 0 momento total, em torno do eixo y, ha

sua forma normalizada:

Mjtotal  _ h _R+i(Rj2 1,
m Q?W.RhsinhQt  12R 8h 4\ h) | &(&2-1

{com(f ]+9tan g;]}gg(ﬁ_ f : J

{ COt{f j Stanf jH 2Rj et 5(;:{%)

(282)

2.2. Sloshing Nao-Linear

2.2.1. Generalidades

A teoria linear do sloshing de fluidos é adequada para a determinacdo das

frequéncias naturais e alturas de onda ao nivel da superficie livre.
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Em presenca de excitagbes de translaccdo (laterais) a teoria linear é
igualmente util na previsdo das pressdes hidrodinamicas, forcas e momentos do fluido,
desde que a supeficie livre mantenha uma forma plana com didmetro nodal que
permaneca perpendicular & linha que define a direccdo da excitagdo. No entanto, esta
abordagem nédo entra em linha de conta com os deslocamentos verticais do centro de

gravidade do fluido para grandes amplitudes de movimento da superficie livre.

Para além disso falha também ao nivel da previsdo dos fendmenos complexos
gque se identificam na vizinhanca da ressonancia ao nivel da superficie do fluido. Estes
fendmenos incluem movimentos nédo planares instaveis da superficie livre associados
a rotacdo do didmetro nodal (sloshing rotativo) e fendémenos caodticos (sloshing
cadtico), podendo ser compreendidos e interpretados usando a teoria das oscilacdes
fracamente ndo-lineares (analises quantitativas) ou a moderna teoria da dindmica nao-

linear (andlises de estabilidade).

Indica-se que as principais fontes de ndo-linearidade no campo de equacbes
que definem o escoamento de fluidos surgem precisamente ao nivel das condicbes de

fronteira de superficie livre [Ibrahim, 2005].

Os trabalhos percursores na area do sloshing lateral ndo-linear baseiam-se em
técnicas de expansao assintdtica [Penney e Price, 1952] [Skalal e Yarymovich, 1962]
[Dodge et. al, 1965].

Posteriormente  [Moiseev, 1958] foram construidas fungbes modais
normalizadas em termos de funcbes de Green de segunda ordem (funcdo de

Neumann).

O método proposto por Moiseev [Moiseev, 1958] foi generalizado [Chu, 1968],
empregando uma técnica de perturbacdo usando fungbes caracteristicas para
determinar a resposta subharmoénica face a uma excitacdo oscilatria axial. A teoria
proposta por Moiseev [Moiseev, 1958] permitiu também que se obtivessem solucdes
para o estado estacionario de sloshing ndo-linear em tanques rectangulares [Faltinsen,
1974] [Faltinsen, 1978] [Solaas, 1995] [Solaas e Faltinsen, 1997]. As condicdes
dinmicas e cineméticas de superficie livre foram expandidas em série de Taylor sobre
uma posicao estacionaria na superficie [Hutton, 1962]. Este método foi posteriormente
modificado e usado em muitos problemas envolvendo o fendmeno de sloshing [Rogge
e Weiss, 1965] [Weiss e Rogge, 1965] [Abramson et. al, 1966] [Woodward, 1966]
[Woodward e Bauer, 1970] [Ibrahim e Barr, 1975].
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Analogamente ao observado para o sloshing linear verifica-se uma grande
dependéncia entre as frequéncias naturais da superficie livre do fluido registadas e a
amplitude de excitacdo. As amplitudes das for¢as hidrodindmicas que surgem ao nivel
do fluido em movimento apresentam o conhecido fendmeno de salto (jump

phenomenum) em cada pico de frequéncia ressonante.

Nestas condi¢fes, a forma da superficie livre deixa de ser plana, apresentando
maior deslocamento vertical ascendente, ou na denominada crista da onda, do que
deslocamento vertical descendente, ou na denominada cava da onda. Desta forma &
importante que, em presenca de excitagdes proximas da ressonancia se desenvolvam
analises nao-lineares, permitindo o calculo mais fidedigno das forcas hidrodinamicas

que se originam ao nivel do reservatdrio [Ibrahim, 2005].

A partir de finais da década de 70 foram sendo desenvolvidos estudos de
investigacdo adicionais ao nivel dos fenédmenos néo-lineares em fluidos no interior de
reservatorios rectangulares, circulares e axi-simétricos arbitrarios sujeitos a excitacdes
laterais e de pitching [Kimura e Ohashi, 1978] [Komatsu, 1987] [Kimura et. al, 1996a]
[Kimura et. al, 1996Db] [Liu e Huang, 1994].

Adicionalmente observou-se que, 0s movimentos nao-lineares da superficie
livre dos fluidos provocam forcas hidrodindmicas que actuam directamente nas
paredes dos recipientes que os contém [lbrahim, 2005]. As pressfes hidrodindmicas
decorrentes das excitagfes impostas por ac¢des sismicas tém vindo a ser estudadas
de uma forma continuada [Wang e Hung, 1986] [Hung e Chen, 1990] [Chen, 1994]

[Chen, 1997] permitindo a obtenc&o de boas aproximacdes dos resultados.

Mais recentemente, outros autores [Yin et. al, 1999] tém-se debrucado sobre
estudos mais antigos [Luke, 1967] e usado também o principio variacional com o
objectivo de estimar a funcéo potencial bem como a elevacéo da superficie do fluido
em reservatorios circulares cilindricos de paredes verticais planas sujeitos a

movimento de pitching [Ibrahim, 2005].

Foram também desenvolvidos mais recentemente esforcos consideraveis no
sentido de proceder a determinag¢do da amplitude ndo-linear de sloshing por meio de
um método modal [Shankar e Kidambi, 2002].

A resposta em regime ndo-linear tem vindo a ser analisada usando uma
adaptacdo da teoria linear de onda de 4guas rasas (shallow water wave theory)
[Shimizu e Hayama, 1987] [Ishibashi e Hayama, 1989] [Sun, 1991] [Gardarsson, 1997].
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As ondas caéticas superficiais que surgem associadas as oscilacdes
horizontais na ressonancia tem vindo a ser igualmente estudadas e investigadas
[Funakoshi e Inoue, 1987] [Funakoshi e Inoue, 1988] [Aston, 2003].

O fenémeno da histirese associado ao movimento ndo-linear da superficie livre
junto da ressonancia tem também sido amplamente estudado e divulgado [Shemer e
Chamesse, 1990] [Gardarsson, 1997] [Gardarsson, 2004].

Em seguida descrevem-se e apresentam-se de uma forma muito sumaria os
fendmenos nao-lineares que ocorrem com mais incidéncia no interior de fluidos
sujeitos a excitagcdes dinamicas: sloshing rotativo (c/ ou s/ movimento cadtico) e

gquebra de onda (breaking waves).

Refere-se que o fendbmeno denominado “quebra de onda” (breaking waves)
deve ser considerado com cautela uma vez que envolve mecanismos altamente nao-
lineares e instaveis e, pelo facto de os estudos existentes e disponiveis se basearem
fundamentalmente em trabalhos efectuados ao nivel da engenharia costeira, 0 que de
certa forma limita a aplicabilidade a situac6es de maior confinamento e de dimensdes
mais reduzidas, como por exemplo os dispositivos de proteccdo do tipo amortecedores

de liquido sintonizado.

2.2.2. Sloshing Rotativo ( Rotary sloshing)

Este tipo de sloshing é observado tanto em reservatérios com agua rasas
(shallow water tanks) como em reservatérios de agua profundas (deep water tanks)
sujeitos a solicitacbes laterais. Enquanto que em reservatorios de aguas rasas se
observa um fendmeno de aumento das caracteristicas néo-lineares, também
denominado de “endurecimento” das caracteristicas do fluido, para os reservatorios
denominados de aguas profundas se observa o fenédmeno contrério, isto é observa-se

uma “suavizacao” das caracteristicas ndo-lineares essenciais [Ibrahim, 2005].

2.2.2.1. Reservatorios de 4guas rasas (shallow water tanks)

Neste tipo de reservatorios, com pouca altura de fluido, quase a totalidade do

fluido toma parte na resposta dindmica a excitagfes laterais.
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No entanto, identifica-se uma altura de fluido critica para a qual a superficie
livre do fluido apresenta caracteristicas de mola “endurecida-suave”. A referida altura
critica foi estimada para tanques circulares, variando entre 0.492 [Narimanov et. al,
1977] e 0.51 [DiMaggio e Rehm, 1965].

Alguns autores [Hutton, 1964] [Kana, 1987] [Ueda et. al, 2007] tem vindo a
desenvolver trabalho experimental na area da identificacdo deste fendmeno para
diferentes alturas de fluido, tendo concluido, por exemplo, que o fendmeno de sloshing

puro nunca ocorre.

De facto, o que acontece é que a resposta se assemelha com um sloshing
perfeito mas evidenciando-se claramente uma sobreposicdo de movimentos

ondulatorios no sentido horario.

Para além disso é evidente que o deslocamento da onda que surge associada
ao fendbmeno de sloshing puro se encontra quase em fase com a solicitagdo dindmica
imposta, desde que a frequéncia de excitacdo se situe bem definida e abaixo da
ressonancia, enquanto que em presenca de sloshing rotativo se identifica um

desfasamento de cerca de 180° ().

No entanto, a medida que a frequéncia da excitagdo vai aumentando, na
direccdo da ressonéancia, os fendmenos de sloshing puro e sloshing rotativo
combinam-se e formam um fendmeno complexo no qual a fase se torna altamente
dependente da frequéncia. Neste intervalo a componente de rotagdo pode tornar-se

dominante.

Finalmente, a partir de um determinado valor de frequéncia, qualquer aumento,
mesmo que ligeiro, resulta novamente num fendmeno de sloshing puro associado com

0 desaparecimento da(s) onda(s) de rotacéao [Ibrahim, 2005].

As evidéncias observadas permitiram o desenvolvimento de um modelo
mecanico composto [Kana, 1989] que integrasse os dois regimes identificados ao
longo das experiéncias efectuadas. Este modelo, integrando caracteristicas de um
péndulo esférico associado com um péndulo simples, sera concretizado mais adiante

no presente relatério.
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2.2.2.2. Reservatorios de aguas profundas (deep water tanks)

Quando sujeita a excitacbes harmédnicas, a superficie livre dos fluidos no

interior deste tipo de reservatérios apresenta dois tipos de ndo-linearidades.

Assim, o primeiro tipo corresponde a uma resposta de grande amplitude
enquanto que o segundo envolve diferentes formas de comportamento do fluido

produzidas por instabilidades diversas ou acoplamento de varios modos de vibracao.

O mais importante dos fendmenos néo-lineares referidos corresponde ao
sloshing rotativo, que traduz a formac¢do de um movimento de remoinho/turbilndo no
interior do fluido em movimento. Este tipo de movimento ocorre usualmente junto da
frequéncia mais baixa ou fundamental de movimento do fluido, conforme provam
véarios estudos desenvolvidos desde meados da década de 50 [Eulitz, 1957] [Berlot,
1959] [Graham, 1960] [Ransleben e Abramson, 1960] [Eulitz e Glaser, 1961]
[Abramson et al., 1962b] [Abramson et. al., 1966], podendo surgir ndo s6 em
reservatdrios de seccédo circular mas também em reservatérios rectangulares, o que
permite concluir que, de facto, a geometria dos recipientes ndo condiciona o

surgimento de remoinhos ou turbilhdes [lbrahim, 2005].

Relativamente ao tipo de andlises desenvolvidas com o objectivo de
compreender os fendbmenos que ocorrem em reservatérios de aguas profundas refere-
se a expansdo do potencial de velocidades e da elevacédo da superficie da agua em
séries de poténcias em que cada termo das séries representa uma funcéo potencial
gque é substituida na condicdo nao-linear de superficie livre. Assim é possivel obter-se
um conjunto de equacdes diferenciais que deverdo ser resolvidas sucessivamente
[Ibrahim, 2005].

Foi também observado que o sloshing rotativo que surge em reservatorios de
aguas profundas ocorre invariavelmente tanto se o fluido apresentar algum movimento
inicial de rotacdo como se tal ndo suceder. No entanto, este fendmeno pode também
surgir se para além de uma excitagdo lateral for introduzido inicialmente ou em
qualquer instante um ligeiro movimento de rotacdo adicional [Abramson, 1961b].
Citando Abramson [Abramson, 1961b] “é possivel verificar-se que no inicio do
movimento o primeiro modo de sloshing comeca a sofrer alteracbes passando de um
movimento puramente de translagcdo para um movimento de rotacdo, sendo a
velocidade angular numa direc¢do progressivamente aumentada até ser atingido um

valor maximo que posteriormente decresce praticamente até se anular originando uma
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inversdo de direcgcdo do movimento. Na nova direccdo processa-se tudo da mesma

forma que indicado anteriormente e de uma forma ciclica até ao movimento cessar “.

O sloshing rotativo em reservatorios de aguas profundas é analogo ndo sé ao
comportamento do péndulo esférico ou cénico forcado [Berlot e Freed, 1956] [Howell,
1957] [Troesch, 1957] [Berlot, 1959] [Miles, 1962] [Miles, 1984a] [Tritton, 1986], mas
também ao comportamento ndo planar ressonante de uma mola esticada [Miles,
1984b].

Relativamente ao péndulo esférico é possivel concluir [Miles, 1962] que a sua
resposta num estado estaciondrio se pode afastar claramente das oscilacdes
puramente planas na vizinhanca da ressonancia. Em particular se a frequéncia em
questdo se encontrar num determinado intervalo, torna-se bastante dificil, se nao

quase impossivel, prever de que forma se ira processar o movimento do péndulo.

E possivel obterem-se equacbes diferenciais linearizadas desacopladas para
0S movimentos transversais de um péndulo esférico, muito embora o sistema original
corresponda a um sistema de equacdes nao-lineares acopladas. Por resolucdo das
equacdes diferenciais ndo-lineares para um estado estacionario, obtém-se solucdes
harmonicas na vizinhangca da ressonancia, sendo identificados de uma forma muito
objectiva trés tipos de movimento do fluido [Hutton, 1962] [Hutton, 1964] [Gillard, 1963]
[Weiss e Rogge, 1965] [Rogge e Weiss, 1965]:

i) Movimento planar harménico estavel:
i) Movimento ndo-planar harménico estavel;
i) Movimento harmonico instavel.

O movimento planar estavel corresponde a um movimento estacionério do
fluido com um pico de altura de onda constante e um didmetro nodal estacionério

perpendicular a direccao da excitagao.

O movimento ndo-planar estavel traduz um movimento estacionario do fluido
com um pico de altura de onda constante associado a um didametro nodal simples que
roda a uma taxa constante em torno do eixo vertical do tanque. Este movimento ocorre

em primeiro lugar acima de frequéncia natural da superficie livre do fluido.

O movimento instavel, por seu lado, corresponde a um tipo de movimento que

nunca atinge um estado estacionario. O movimento do fluido exibe caracteristicas de
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restituicdo suaves associadas ao movimento planar estavel e um efeito de

endurecimento quando surgem regimes nao-planares [lbrahim, 2005].

O tipo de movimentos que surgem em reservatorios de 4guas profundas
continuou a ser amplamente investigado [Verhagen e WijnGaarden, 1985] [Schillinng e
Siekmann, 1982] tendo sido possivel concluir, por exemplo, que o pico da altura de
onda, a taxa de rotacdo do didmetro nodal e a sua direc¢cdo sofrem modificacdes

continuas ao longo do tempo dependentes da amplitude da solicitacdo imposta.

Alguns autores [Verhagen e WinjGaarden, 1965] observaram a formacao do
fendmeno de salto hidraulico preferencialmente em reservatorios de geometria
rectangular sujeitos a solicitacfes laterais. O salto hidraulico corresponde a um
fendmeno ndo-linear no qual se observa um movimento periddico do fluido de um lado

para o outro entre as paredes do reservatorio que o contém [Ibrahim, 2005].

Posteriormente foram introduzidos parametros de controlo adicionais [Miles,
1984c], como por exemplo 0 amortecimento, o ajuste entre frequéncias e relacao entre
altura de fluido em repouso e o comprimento do reservatério na direccao preferencial

do movimento.

Foi avaliada a estabilidade de solu¢des fixas com a variagdo dos parametros
de controlo indicados, tendo sido entdo [Miles, 1984c] identificados quatro tipos de

regimes de movimento:
i)  Movimento harmonico planar;
i) Movimento harmonico ndo-planar;
iif) Sinusoidal periodico;
iv) Sinusoidal cadtico.

Para qualquer tipo dos movimento identificados tanto pelos estudos mais
antigos [Hutton, 1962] [Hutton, 1964] [Gillard, 1963] [Weiss e Rogge, 1965] [Rogge e
Weiss, 1965] como pelos estudos mais recentes [Miles, 1984c] as aproximacdes dos
resultados baseadas em andlises de baixa ordem (por exemplo: terceira ordem)
[Waterhouse, 1994] falham para amplitudes elevadas sendo necessario proceder-se a
analises assintéticas da resposta da superficie livre do fluido junto da altura critica.
Estas aproximacdes deverdo, no entanto, ter por base uma teoria fundamentada em

analises de ordem superior (por exemplo: quinta ordem) [Moiseev, 1958].
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Para alturas de fluido identificadas como criticas a resposta modifica-se de
uma situacdo em que se estabelece uma analogia com uma mola de carcteristicas
suaves (menor rigidez) para uma situacdo em que se identifica claramente um paralelo

com uma mola de caracteristicas endurecidas (maior rigidez) [Ibrahim, 2005].

2.2.2.3.  Andlise do sloshing rotativo

Este fendmeno tem sido, como ja foi referido, objecto de diversos estudos
analiticos. Os principais resultados apresentados em seguida baseam-se nos estudos
desenvolvidos por Hutton na década de 60 [Hutton, 1962] por serem de todos os
efectuados aqueles que melhor aproximam os fendbmenos que surgem na sequéncia

de uma solicitacao dinamica.

Admitindo reservatérios circulares cilindricos de paredes verticais planas
parcialmente cheios com fluidos incompressiveis, considera-se que as equagdes de
campo que definem o escoamento sdo as apresentadas na sec¢ao 2.1.2. No entanto
as principais fontes de néo-linearidade correspondem as condi¢cdes de fronteira de

superficie livre.

Assim, quando sujeitas a excitacdes laterais, x(t), as condi¢cdes de fronteira de
superficie livre cinematica e dindmica, em z=n, podem ser escritas da forma indicada

nas equacoOes (283) e (284):

1) ~ 1l-~, = =~
—E(cbf +r—2¢§ +CD§j—g/7+CDt ~%{t)rcosd =0, (283)

-~ 1 o~ -
17, _”rq)r ——2/75(]30 +q)z = OIZ

; ) (284)

em que o indice presente em cada caso corresponde a diferenciacdo em relacdo a
variavel indicada e o(s) ponto(s) traduz(em) derivadas temporais.

Expandindo em séries de Taylor as duas equacdes anteriores, para z=n=0,
obtém-se [Ibrahim, 2005]:
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- [53 +i25§ + abij +®, - %(t)r cosd = 0, + (285)

~ -~ 1 ~
r¥rz rz 2 z rzz_FcDgz -
_ - _ 2
—izqaean&z—qafz—qazq:m} xT +.=0
r =0 2
-~ 1 ~ o~ -~ 1 ~ -
{ t _Orq)r _Fﬂeq)e +q)z} +{_,7rq)rz _quq)ez +q)zz} n+ (286)
n=0 n=0

Pode-se exprimir a funcédo do potencial de velocidade (equacéo (287)) e a altura
de onda (equacdo (288)) em termos de séries de Fourier no espago, em que 0S

coeficientes indicados s&o varidveis com o instante temporal:

60.0,2)= 33 0,13, 1 )cosmo COSC*([)”ST;}Z; h) 8
70,6)= 3 8, (t)3,, (At )cosmE (288)
m=0n=1

em que omn(t) e amn(t) séo coordenadas generalizadas dependentes do tempo.

O acoplamento dos modos de vibragéo para o fenémeno considerado surge se
forem considerados termos nao-lineares para om,(t) € amy(t). Para além disso torna-se
também importante conhecer a ordem de magnitude de an,(t) € ann(t) para se decidir
quanto ao numero de modos significativos para a analise, 0 que permite limitar o
problema a um numero finito de equacgdes correspondentes precisamente ao nimero
de modos identificados como apresentando significAncia para o fendbmeno [Ibrahim,
2005].

Continuando a seguir o preconizado por Hutton [Hutton, 1962] é possivel, por
uma questdo de simplificacdo, combinar as duas equacdes indicadas ((283) e (284))

em apenas uma. Em primeiro lugar, a equacéo (283) pode ser reescrita na forma:
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97 =T (r,6:.t =)—%(ff>f +ri2513§ + 53) +® - {t)rcoss (289)

Considerando as derivadas parciais da altura de onda no que refere ao tempo

e as coordenadas polares (r,8) € possivel obter-se:

a7 = I_t +r/7,7t - /7t(g _r/;): I_t

(290)
- ~ 1~~~ ~~ =~
r=-00, ‘Fq’eq’a -®,®, +d, - Xrcosd
0
a7, = rr +r/7,7r - _,7 (g rf])z I_r
or ¢
L 3 Lo _ (291)
I_r = _(qu)rt +—CD§ __ZCDC(Dﬂ _(DZCDZT +CDZt ~ %cost
r r
05 =Ty + Tl — (g -T,)=T,
(292)
-~ 1~ ~ ~ ~ ~
[, =—®,®,-—®,d, -0, +, -rsing

em que I',7 = 5zt —5,53,2 —(ijd':g&:& o)

Apos multiplicagéo de ambos os lados da equagéo (284) por (g-I';) e substituindo os
termos resultantes das equacdes (290) a (292), a equacao (284) toma a forma que a

seguir se identifica:

(TJ 596329 +2&3 (TJ 513 - (293)

— Xr cosd + 5&((5, cosd - 5gsin6?j =F(r,8,z=0t)=0

A definicdo completa do problema dos valores de fronteira compreende as

equacdes (285) e (286), 0’0 =0 e as condicbes de fronteira nas paredes e no fundo
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~

0P R e , .
do tanque, 6_ =0, em que n corresponde a normal positiva a fronteira sélida. Uma
n

solugdo possivel para o potencial de velocidades devera satisfazer necessariamente

as condig¢des de fronteira definidas [Ibrahim, 2005].

Face a natureza ndo-linear das condigbes de fronteira da superficie livre
definidas pelas equacdes (285) e (286) foi possivel definir-se [Hutton, 1962] uma
solugao que traduzisse o acoplamento ndo-linear verificado entre os diferentes modos

de sloshing rotativo.

Assim, admitindo uma excitacdo sinusoidal, de acordo com calculos
simplificativos propostos, obtém-se o0 seguinte potencial de velocidades

correspondente a uma solugéo planar estavel [Ibrahim, 2005]:

~ Ay(z+h) 1 2,
® = el cos&]l(/illr)coth Coigsil(l/glzlh) )) —553 y2sin2Qt x (294)
& cost,,(z+h)) . & cost,,(z+h))
Q A on Q A 2n
X{; On‘JO( Onr)} COSF(AOnh) +; 2n‘J2( an)COSZE COSt(/‘Znh)

com os coeficientes definidos:

2K0 (l (;11 + ICr)]Z + l (;13)\] gAll tanl (Allh)

" = Re{agA, tant{Ah) - 0, tant{Ap W32 (1o R )
o . 2EK(n+15+12) 0, tanth) 096)
3 (Rz/]gn - 4){49/]11 tam(/‘llh) ~ A, tam(/]znh)}‘lzz(/‘zn R)
1
Ko = W(Btanff(/lu) -1) (297)

11

Ay 2
iy = =S J-U‘Ji [/]in ij[i ‘Jl(u)j| du (298)

/]11 0 /]11 du i=0,2
1 :LTEJ ()l ij\lz(u)du (299)
ii2 /111 ) u i in All i
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1% u
1" =— (uJ| A — |3*(u)d
i3 All _([u |[ in /‘nJ i (U) u (300)

em que y corresponde a amplitude da resposta, € define a amplitude de excitacdo e

Amn traduzem os valores proprios que determinam a estabilidade da solucao fixa

A elevacao da superficie livre da onda que corresponde a primeira harmonica é
dada por [Ibrahim, 2005]:

2 3

Moot = {%{e‘swmw R+g—;tanmnh>x (1+5tant? (4,h)(0,(4.RY )] -

_ :_15 y*tanh(A,;h)J,(A,R)x {i (A, tanH{A,,h) + 24, tanh(A,,h))Q,, I, (4,.R) + (301)

n=1
|:n
A distribuicdo da presséo hidrodindmica é obtida usando a equacao nao-linear
de Bernoulli [Ibrahim, 2005], definida por:

M

(A, tanH{A,, h) + 24, tanH{A,,h))Q,. 3, (A, R)}}sith

1
=

@ 1~ ~
p= —p[%—t + gz+E(DCDD<D)+ Xr cos@} + P, (302)

A partir da equacdo (302) torna-se possivel definir a for¢ca hidrodinamica
actuante ao nivel das paredes do reservatério segundo o eixo x [Abramson et. al.,
1966]:

2

U
F = j j pReostfdx . OF, +F, (303)
-h0

com F; e F, definidos de acordo com as equacoes (304) e (305):
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2

- &3 mAsin(Qt)sinh(/lllh)

= TIpRcosébl@dx]r:R =-
-ho0

+%[Sin(§2t) +

+S|n BQt] Z~(—)[/]llsmh(/]llh)cost(/]2nh) A, cosf(/]llh)5|nh(/12nh)]

+= [S|n(§2t)+sm(3§2t)]zn:Z )[Allcosi(Allh)smhh(AOnh) (304)
n=1
~ Ay, sinh{A,,h)cosHA,.h)] /12 /1 [A,,coshh(A,,h)sinhh(A, h) -
11

= A, sinh(A;h)cosH{A, h)]] - sQRmsm(Qt)

_ nam 1 ,OR 3
F, —j pRcostaiy _. = =5 E Z—sm *(Qt)4a,(1, R A, tanHA h) -

00 g g

- 20?sin(Qt)cod201t))d,(A,,R) x { Z V*Q0.34(AR) - Z yQ,.J, AZnR)} - (305)

Q . 3Q .
- ﬁsm(Qt)(l"' COiZQt))[K]l(AllR)]S - ?Sln(Qt)(1+ COiZQt))[J‘dl(/111R)]3 X
<[ tant(a, )}

em que:

M :—lyzQ M (306)

z 27 7" cosHA,h)

J,(A,,R)

N - Q 2\""2n

6 y2 2n COSl(/‘Znh) (307)
N = _1 y2§2 AZnJZ(AZn R) (308)

27 7" cosHA,h)

J,(A.R)
A= 1\
ycost(/]llh) (309)

A =-A (310)
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A =AA (311)

Os valores dos paréametros indicados nas equagfes (306) a (311) foram
confirmados por meio de estudos experimentais e numéricos [Hutton, 1962]
[Abramson et. al., 1966].

2.2.2.4. Fendbmenos caoticos

O sloshing cadtico traduz um movimento instavel da superficie livre do fluido,
devendo a sua origem a nao-linearidades presentes inicialmente ou a alguma
sensibilidade face a determinadas condi¢des incialmente ou durante a ocorréncia da

excitacao.

Alguns dos percursores nesta area empregaram a formulacdo Lagrangeana e
Hamiltoniana, para estudar o movimento da superficie livre de um fluido, em termos de
coordenadas generalizadas para ondas graviticas n&o-lineares em recipientes
circulares cilindricos sujeitos a excitacbes harmonicas horizontais simples [Miles,
1976] [Miles, 1984c].

A elevacao da superficie livre da onda pode ser expressa em termos de uma

expansao modal, como se indica [Ibrahim, 2005]:
1 =n,E)w,(r.6) (312)

em que r e B correspondem a coordenadas polares, os indices n indicados
correspondem aos modos participantes, n, sdo as coordenadas generalizadas e (), a
forma das funcbes modais que correspondem ao conjunto completo de funcdes

préprias ortogonais determinadas a partir das equacdes (313) a (315):

(D2 + kj)LPn =0 (313)
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oV
ar” =0 (314)
r=R
R2mr
[[w,Wrdrdo =o, /R (315)
00

em que &y, corresponde ao delta de Kronecker e k;, o valor préprio (ANEXO).

A energia cinética correspondente a equacdao (312) é dada por:

= % o[ [([O0) dsdz = % 0%,/ /1, (316)

com S correspondente & seccgdo transversal do reservatorio circular cilindrico de
paredes verticais planas, os coeficientes inerciais an,, tem dimensdes de comprimento

e podem ser aproximados por uma truncatura quadrética [lbrahim, 2005]:

1
8 = O + &7 2 8ml11] (317)

1 . " .
emque a, = Ecothknh = representa o comprimento de um péndulo equivalente e

g
34

Wy, corresponde a n-ésima frequéncia natural de vibracao da superficie livre do fluido

a1mn = CIrm - DImnama'n (318)

Qm = ~Djim (am + 6\1) +2D,,;D,iaa.a, (319)

As constantes presentes nas equacoes (318) e (319) sdo descritas e avaliadas

nos estudos preconizados por Miles [Miles, 1984d].

Para esta situacdo a energia potencial é definida como:

1 1
V=pf] dS{ [ux+ gz]dz = ps(— Qtn+ g/mnj (320)
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com U= —QZXOCOS(Qt) correspondente a aceleracao horizontal do tanque e:

Q, = -ux, (321)
=1 [xwd
-EHX ds (322)
1 R2m
X, =——| | xW¥,rdrd@ (323)
I

Apoés ser dividido por pS, o Lagrangeano toma a forma apresentada na

equacao (324):
1 . 1 A | .
L=T =V = Qup + a1 =i )+ 5 il * 5 Al 111 (3249

A partir da equacao (324) pode ser gerado um conjunto extenso de equacdes
diferenciais para qualquer nimero de modos de vibracdo do fluido no interior de um

recipiente.

Em presenca das ndo-linearidades de quarta ordem presentes no
Lagrangeano, a equac¢do do movimento tera termos de primeira e terceira ordens ao

nivel dos modos dominantes, n ,.

Considerando os modos dominantes, os termos inerciais e gravitacionais
lineares chegam a ser cancelados na vizinhanga da ressonancia estabelecendo-se um

balanco entre os termos ndo-lineares e a forga de solicitagdo externa.

Os modos secundarios sdo induzidos por termos quadraticos em n; e n,. Os
modos dominantes podem ser definidos como sinusoides variando de uma forma lenta

e progressiva com a frequéncia, Q [Ibrahim, 2005].

Na sequéncia do que foi descrito no paragrafo anterior pode-se definir as
seguintes solu¢des para modos dominantes e modos secundarios, respectivamente:
1., = e p,(r)cost + g, (r)sinQt}

(n=1.2) (325)
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n, = e2M A (r)cos2Qt + B, (r)sin2Qt + C, ()} (#1.2) (326)

em que A :(%jtanl‘(kh) traduz um comprimento de referéncia, 7 =¢g°Qt/2 um

pardmetro adimensional dependente do tempo e p,, g, A, € C, sdo amplitudes

adimensionais com uma taxa de variacdo muito lenta e reduzida [Ibrahim, 2005].

As equagbes (325) e (326) sao substituidas na expressdao do Lagrangeano
indicada em (324). Fazendo as devidas substituicdes indicadas por Ibrahim [lbrahim,
2005] obtém-se uma forma mais simplificada e compacta para a média do

Lagrangeano, L:
1., ,]/1,. .
(L) =29 {E(pnqn = Poth) * H(P 6, pz,qz)} (327)

em que n pressupf8e um somatodrio apenas para os i-termos referentes aos indices 1 e

2, e os termos desconhecidos na equacao (325) sao definidos de acordo com:

H= p1+,6’E+%AE2+%BM2 (328)
Q 2

B=¢" (—j -1 (329)
2}

A=-P -P,+Q,+Q,+ R +R, - 0567tant?(kh) (330)

B=P-P,-Q, -R +R, - 1468tant?(kh) (331)

_ (3tant?(kn) +1- 05k )12

i da 1)

(332)
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- %Kﬁ/i,—zl : (333)

Q= %(tanhz(kh)—1+ 05k2f 12 (334)
V, = 2
’ ;}kij tanﬁkijhi (339
1+5i kR kIX
ij :ﬁ | Jf(x)Ji(?]xdx (336)
ij 0 k=k1=k2 N=N11

E importante referir que as variaveis A e B apresentam polos simples
(h/R=0.1523) devido & possivel ocorréncia de ressonancia interna entre os modos

primarios (k;;R=1.8412) e os modos dominantes axi-simétricos (ko;R=3.8317).

Existem no entanto outras condi¢cdes de ressonancia interna, se bem que
consideravelmente mais reduzidas, entre os modos 02 e 22. Para além disso, p, € q,

sao definidas usando as equacdes que se explicitam em seguida [Ibrahim, 2005]:

p = —a_H

h a9, (337)
g =- oH

h _apn (338)

com H correspondente ao Hamiltoniano. A este nivel pode ser introduzido, ao lado

direito de cada uma das equacdes (337) e (338), 0 amortecimento na forma:

a =20 (339)

em que C indicado na equacao (339) corresponde ao coeficiente de amortecimento.

A concretizacdo das equagbes (337) e (338) incorporando o amortecimento
permitem a obtencdo de determinados parametros de controlo que possibiltam a

definicdo do tipo de movimento (movimento harmoénico planar estavel, movimento
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harmonico ndo-planar estavel e movimento harmonico instavel) observado durante a

solicitagdo dindmica a que o fluido esteve sujeito.

Os estudos de Miles [Miles, 1984c] foram posteriormente aprofundados com o
objectivo de estudar o tipo de mecanismo de sloshing dindmico formado no fluido em
movimento, nomeadamente ao nivel da superficie livre [Bryant, 1989] [Krasnopolskaya
e Shvets, 1990] [Krasnopolskaya e Shvets, 1992] [Bryant e Stiassnie, 1994] [Hsieh et.
al., 1995] [Sun et. al., 1995] [Puchka e Kholopova, 1996].

Nos estudos efectuados foi reportado o desenvolvimento progressivo de ondas
ndo-lineares e o consequente aparecimento do movimento de sloshing caotico em

certas zonas da superficie livre do fluido [Ibrahim, 2005].

2.2.2.5. Excitacéo sinusoidal (sine sweep)

As primeiras investigacbes desenvolvidas com o objectivo de estudar o
movimento rotacional de fluidos junto da ressonancia [Ibrahim, 2005] serviram de base
para outros estudos que incidiram sobre diversos aspectos relacionados com o
fendmeno de sloshing dindmico ndo-linear [Narimanov et. al., 1977] [Koval'chuk et. al,
1989] [Lukovskii, 1990] [Koval'chuk e Kubenko, 1991] [Kubenko et. al, 1992]
[Limarchenko et. al., 1992] [Koval'chuk e Podchasov, 1996].

Assim, numa primeira aproximacao foi possivel obter-se um conjunto de
equacdes diferenciais que permitiram descrever a amplitude da superficie livre e a
fase [Narimanov et. al., 1977] [Lukovskii, 1990] [Kubenko et. al, 1992], bem como um
andamento regular dos modos das ondas quando o liquido no interior do reservatorio
se encontrava sujeito a vibragBes quase-estacionarias [Koval'’chuk et. al, 1989]
[Koval'chuk e Kubenko, 1991] [Koval'chuk e Podchasov, 1996].

Em qualquer um dos estudos referidos foi assumido que a frequéncia de
excitacdo aumenta lentamente com o tempo, passando pela ressonancia [Ibrahim,
2005].

A elevacdo da superficie livre da onda pode ser expressa em coordenadas

polares r e 6, na forma:
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n(r.6.t) = alt)sin[g + a(t)|R (r) com a(t) %0 (340)

em que a(t) e a(t) correspondem a amplitude e a fase, ambas desconhecidas e
dependentes do instante temporal, e Ry(r) é funcdo propria do problema homogeneo

de valores de fronteira que verifica:

d dF}Z(r) +% d?r(r) + (,15 —r_lszl(r) =0 (341)
dr(r)| _
ar | C R(r), = o

em que R corresponde ao raio do tanque e A; traduz o primeiro valor proprio do modo

de sloshing anti-simétrico [Ibrahim, 2005].

O estudo do movimento da superficie livre de um fluido, quando sujeito a

solicitagdes dindmicas harménicas de transla¢8o do tipo X, =cosQt, permitiu, por

meio de uma expansao assintdtica a partir das condi¢cdes da superficie livre, obter
equacdes diferenciais acopladas com termos até terceira ordem para a amplitude e a
fase do movimento do fluido [Koval'chuk e Kubenko, 1991] [Kubenko et. al, 1992].
Estas equacbGes bem como todos os parametros que permitem a sua adequada

definicdo encontram-se explicitados em [Ibrahim, 2005].

Utilizando um método baseado na determinacdo de valores médios foi possivel

obterem-se as seguintes equacdes diferenciais de primeira ordem [lIbrahim, 2005]:

du _ Q)X, [ (U2 —\2 cosBsind +(ucoss - vsinﬁ)sinﬂ] (343)
dt 2Ju
av _ Q)X [ Ju? -2 cosfcosd + (using - vco&?)sin[n’] (344)

dat - 2Ju

dt  2Q
—(ucos? - vsinz9)sin,8]

Q:i{(af Q2)+ Ubl(af zﬂ Q”(O[\/u —V? cospsing - (345)
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dgs _ _ Q)

- 200l {(u? -v2)sing - 2uvcosd}cosB - (ucoss + vsindWu? —v2 sin ,[)’] (346)

As solugdes em estado estacionério sao obtidas igualando o lado esquerdo das

expressoes anteriores a zero.

Desta forma podem-se obter as seguintes solu¢des possiveis para ondas que

se propaguem na direccao radial [Ibrahim, 2005]:

AX2Q*
b (af -0°f

u=Fv+

(347)

_o2)-_3 _9%), X0
(o -2)= Zub{wf 3] et - T (348)

(349)
vVF¥u cos29 =0

tang =

em que o sinal — corresponde a tand =1 e o sinal + corresponde a tand =-1. As
solucBes anteriores revelam-se estaveis numa determinada gama de frequéncias de

excitacao [lbrahim, 2005]:

w N

o -0) <2 18

A4) b/(af - 0?) ((‘4{2 —QZ)—9(af —%ZD (350)

Se por acaso o termo (o.f—Qz) exceder um determinado valor fronteira

indicado na equacao (350), a superficie livre do fluido fica animada, numa determinada

gama de frequéncias, de um movimento cadtico:

2(21); [Qiﬁﬁzﬁz)f((af -07)- 9(%2 —%ZD < g(Q“yzxglﬂS(af _%ZB; (351)

A superficie livre pode no entanto apresentar uma onda permanente

(movimento estavel) se se verificar:
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2(21)2 (bla;z_i’);;z)f((af B QZ)‘9((*{2 —%ZD > %(Q“yzxgl%(af _%ZD; (352)

Em presenca de uma solicitacdo do tipo sine sweep é possivel concluir que,
tanto a amplitude como a fase exibem comportamentos periddicos e trocas de energia
[Ibrahim, 2005].

O deslocamento observado segundo a direccao radial, 6, ao nivel da crista da
onda, corresponde a um modo condicionado durante curtos intervalos de tempo

gquando as ondas apresentam amplitudes reduzidas.

A posi¢do correspondente da crista da onda ao longo da coordenada radial, 6,
muda abruptamente e o movimento da onda é retardado. Estas caracteristicas
também podem surgir no caso do movimento quase periddico do recipiente contendo o
fluido [Koval'’chuk e Podchasov, 1996] [Ibrahim, 2005].

2.2.2.6. Excitacdo aleatoria

Na natureza as excitagfes dindmicas sdo ndo perioddicas, apresentando um
caracter aleatério, 0 que torna necessario a sua modelagdo como um processo
perfeitamente aleatério. A andlise de processos aleatorios inclui a teoria da

probabilidade e a teoria das equagfes diferenciais estocasticas [Ibrahim, 2005].

Um processo aleatorio é especificado em termos de funcdes estatisticas como
por exemplo:

i) Médias quadraticas;

i) Funcles densidade de probabilidade;

iii) FuncBes de autocorrelacao;

iv) Func@es densidade espectral de poténcia.

A previsdo destas varidveis estatiticas para o fendmeno de sloshing nao-linear
nao é uma tarefa muito simples.
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No entanto, € possivel efectuarem-se simulagbes experimentais que permitam
estimar as referidas funcfes. Para além disso, existem métodos analiticos [Lin, 1967]
[Ibrahim, 1985] [Roberts e Spanos, 1990] que permitem prever de uma forma muito
aproximada os diferentes tipos de ndo-linearidades presentes no interior do fluido em
movimento, quando este se encontra sujeito a uma solicitagdo dindmica de caracter
aleatorio [Ibrahim, 2005].

As primeiras tentativas para estudar o comportamento da superficie livre de um
fluido no interior de um reservatério quando sujeito a uma determinada excitacdo
estocastica incluiram investigacdo experimental [Dalzell, 1967] [Brocchini et. al, 1997]
e investigacdo analitica [Mathiessen, 1976] [Aslam et. al., 1979] [Sakata et. al, 1983]
[Sakata et. al, 1984] [Utsumi et. al, 1984] [Utsumi et. al, 1986].

As investigacBes experimentais sobre sistemas apresentando comportamento
fundamentalmente n&o-linear quando sujeitos a excitacdes aleatdrias sdo bastante
reduzidas, muito embora sejam muito reveladoras do complexo mecanismo dinamico
que se forma no fluido em movimento. As solicitacbes aleatdrias de amplitude
consideravel imp6em grande maioria das vezes rotagdes violentas tanto em
reservatorios circulares cilindricos de paredes verticais planas como em tanques

rectangulares [Ibrahim, 2005].

Considerando um reservatoério circular cilindrico de paredes verticais planas
sujeito a uma excitacao aleatdria, f(t), diferente de uma excitagéo de ruido branco, com
amplitude modulada, e apresentando uma frequéncia dominante na direc¢ao do eixo X,
foi possivel usar o principio variacional exposto anteriormente conjuntamente com o
método de Galerkin para derivar as equacdes dinamicas discretas que definem as
coordenadas generalizadas da funcdo do potencial de velocidades e da altura de

onda.

Assim, as funcdes do potencial de velocidades e da altura de onda podem ser

definidas por meio das equacdes (353) e (354) [Ibrahim, 2005]:

P . ycosHA,,.(z+h}}
mzzé)nzz‘iam(t)cosma]m( ) 1) (353)
n= iiam(t)cosma]m(/}mr) (354)
m=0n=1
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em que m e n correspondem ao numero dos modos circunferencial e radial,

respectivamente.

No entanto, é possivel, através da introducdo de parédmetros normalizados
[Ibrahim, 2005] e aplicando o referido método de Galerkin as condi¢des de fronteira
cinematica e dindmica, obter um conjunto de equac¢des diferenciais para coordenadas

generalizadas e para os diferentes modos que surgem (m=0,1,2) [Ibrahim, 2005].

Para além disso, a introducdo de termos de amortecimento linear, com
determinados factores de amortecimento ¢, associados, permite contabilizar a
dissipacdo de energia associada ao movimento que se desenvolve no fluido que se

enconta no interior do reservatoério em movimento.

E também de referir que, considerando excitagcdes aleatdrias, o primeiro modo
€ directamente excitado pela propria excitacdo externa, enquanto que 0s outros modos
(m=0,2) sdo indirectamente excitados por meio do acoplamento ndo-linear com o

primeiro modo.

A aceleracdo de base pode ser modelada por intermédio de um processo
aleat6rio [Ibrahim, 2005]:

£"(z) = e()n(z) (355)

E[n(r)]=0 (356)

R, (A7) = E[n(r)n(r + A7)] (357)

em que E corresponde ao valor esperado da variavel, e(t) € a funcdo envolvente
deterministica e n(t) € o ruido Gaussiano estacionario com média nula e funcédo de

autocorrelacéo R,(A1).

Alguns autores [Sakata et. al, 1984] consideraram no processo aleatorio, n(t),
uma funcgéo de correlagdo harménica com um decaimento exponencial, de acordo com

o indicado pela expresséao (358).
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R (A7) = Re"* codunr) (358)

A densidade espectral de poténcia do processo aleatdrio é dada por:

CAG )
Ae? -v? - P J + 4yt

S(w)=R,

(359)

Em que y corresponde ao decaimento constante da funcdo exponencial e v é a

frequéncia dominante do processo.

A média e a variancia do deslocamento da superficie livre do fluido, no
processo aleatério, sdo determinadas tendo por base a equacéo (354), de acordo com

0 que se indica nas equag0des (360) e (361):
# = E[n] = E[a,]3,(Ar ) + E[&,]3,(4,r )cos26 (360)

o* = (Ely?]- Elnlf = Ele]oz(Ar)cos 6+ Efa]a2(hr) + E[a]a2(Ar)cos 26 +

(361)
+ 2E[a,3,]30(Aor )3, (A, )cos26 - 122

E importante ndo esquecer que uma andlise ndo-linear prevé uma média néo
nula para a elevacéo da superficie livre da onda, muito embora a excitacdo apresente

média nula.

E ainda de referir que a teoria linear de onda traduz, para a elevacdo da

superficie livre do fluido, uma média nula e uma variancia dada por:
2 — 2172
o’ = Ela2a?(Ar)cogo (362)

Relativamente aos reservatorios rectangulares pode-se referir que varios tem
vindo a ser os autores a desenvolver estudos e a preconizar teorias que justifiguem o
comportamento ndo-linear que ocorre no seu interior [Bauer, 1965] [Verhagen e
WijnGaarden, 1965] [Faltinsen, 1974] [Khosropour et. al, 1995] [Lukovskii e Timokha,
1999] [Lukovskii e Timokha, 2000] [Faltinsen e Timokha, 2001].
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Os estudos efectuados permitiram concluir, por exemplo, que, perante uma
excitacao lateral aleatoria, os efeitos observados no fluido presente no interior de um

reservatorio apresentam caracteristicas analogas a uma mola flexivel.

Dependendo do comprimento e da largura do reservatorio e da frequéncia de

excitacdo podem surgir duas classes de ondas permanentes na ressonancia:

i) Ondas longitudinais sincronizadas cujas cristas sédo paralelas a

direccao da solictacao;

i) Ondas transversais cruzadas subharmonicas cujas cristas séo

perpendiculares a direccéo da excitacao.

Geralmente o0 segundo tipo de ondas apresenta uma frequéncia
correspondente a cerca de metade da frequéncia da excitacdo dindmica a que o

tanque esta sujeito [Ibrahim, 2005].

As ondas cruzadas podem ser geradas por meio da aplicacdo de uma
excitacdo paramétrica com frequéncia subharmonica [Miles, 1985]. Para determinadas
alturas de fluido foi observada a ocorréncia de um movimento acoplado entre modos
superiores para uma frequéncia igual a um integral multiplo da frequancia fundamental
[Mack, 1962].

A teoria linear das ondas de sloshing falha na descricdo correcta da resposta

da onda na vizinhanca das frequéncias de ressonancia [Shemer et. al., 1987].

Com o0 objectivo de contabilizar a amplitude finita de onda observada
experimentalmente ao nivel da frequéncia de ressonancia torna-se necessario
contabilizar também os efeitos ndo-lineares para que a dissipagdo possa ser

determinante sob as mesmas circunstancias [Kit et. al, 1987].

Garrett [Garrett, 1970] demonstrou que 0 mecanismo responsavel pela

excitacdo das ondas transversais cruzadas é, de facto, uma ressonéancia paramétrica.

Considerando a média sobre as ondas longitudinais foi possivel determinar a

equacdao governativa de Mathieu para a amplitude das ondas cruzadas.

Posteriormente [Miles, 1988] foi usada uma formulacdo Lagrangeana, sendo
obtido o sistema Hamiltoniano governativo da variagdo da amplitude das ondas

cruzadas.
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No inicio da década de 90 alguns estudos efectuados [Shemer, 1990] [Ttsai et.
al., 1990] permitiram a obtencdo de equacBes médias para as ondas ressonantes
permanentes na forma de osciladores de Duffing. As solu¢des numéricas obtidas para
a equacao de Schrodinger [Shemer, 1990] revelaram, para diversos valores de
coeficientes de amortecimento ao longo do reservatdério, a ocorréncia da bifurcacéo de
um estado estaciondrio simples para multiplas solu¢des estacionarias. Em algumas

circunstancias foi observada a ocorréncia de movimento cadtico junto da ressonéncia.

As andlises anteriores foram extendidas com o objectivo de incluir o fenbmeno
de ressonancia simultdnea das ondas longitudinais e harmonicas cruzadas
sincronizadas e as suas interac¢des internas, o que resulta num sistema dinamico

bastante complicado [Ibrahim et. al., 2005].

O escoamento irrotacional bidimensional em tanques rectangulares que
apresentem uma razdo entre a altura do fluido em repouso no seu interior e o
comprimento na direccdo da solicitagdo que verifiqgue h/L<0.6 pode apresentar

diferentes caracteristicas na ressonancia.

Assim foram identificados trés dominios de comportamento: finito h/L=0.24,
intermédio 0.1<h/L<0.24 e de &guas rasas (shallow) h/L<0.1, sendo cada um deles

caracterizado por um diferente comprotamento na ressonancia.

A alteracdo do comportamento de sloshing associado com a diminuicdo da
razado entre altura de agua e o comprimento do reservatério h/L, e o aumento da
amplitude de excitacdo foram também avaliados com recurso a métodos de analise
modal envolvendo representacdes em séries de Fourier da altura da superficie da
onda formada durante o movimento do fluido e o potencial de velocidade com
coeficientes dependentes do instante temporal. [Faltinsen e Timokha, 2002] [Ibrahim,
2005].

Considerando diversos estudos de cariz tedrico, analitico e experimental foi
possivel definir, para ondas longitudinais permanentes, o perfil do movimento da
superficie livre do fluido, a funcdo potencial de velocidade, a pressao, a forca e a
respectiva frequéncia de vibracdo [Penney e Price, 1952] [Sir G. Taylor, 1954]
[Tadjbakhsh e Keller. 1960].

Foi também possivel concluir que a dependéncia da frequéncia da amplitude
da onda apresenta uma modificacdo de caracteristicas associada, isto é identifica-se

uma alteragdo do comportamento mais rigido para um comportamento mais fléxivel. A

96 LNEC — Proc. 0305/11/17713



alteracao é de tal ordem que a frequéncia aumenta com a amplitude de excitacdo para

alturas de fluido inferiores a um determinado mdultiplo do comprimento de onda e

diminui com o aumento da amplitude para alturas de fluido mais elevadas [Ibrahim,

2005].

Posteriormente foram ainda desenvolvidas investigacdes experimentais [Lin e
Howard, 1960] [Fultz, 1962] [Hayama et. al., 1985] [Yeh, 1986] com o objectivo de

verificar e validar os resultados de Tadjbakhsh e Keller.

Outros estudos [Ockendon e Ockendon, 1973] permitiram obter diagramas da

resposta amplitude-frequéncia em regides junto da altura critica onde a resposta se

altera de uma situacdo com caracteristicas rigidas para uma situagdo com

caracteristicas muito fléxiveis.

Assim, em termos de parametros adimensionais [Ibrahim, 2005]:

h="0
/
T=Qt
/

(363)

(364)

(365)

em gue o comprimento do reservatério é tomado como ¢ = 71 e a altura de fluido como

hl, e o campo de equacGes de escoamento de fluidos em reservatérios rectangulares

tomam a forma:

0°d =0
od
— =sinr
1)
aﬁ:o
0z

em

em

X =—£CO<T

X =71—&ECOST

(366)

(367)

(368)
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O0®(x,z,7)=0®(x,2,7 + 27) (369)

j/7 dx=0 (370)
0

em z=¢&n, as condicdes cinematica e dinamica da superficie livre sdo,

respectivamente:

aﬁ :a_,7+ga£a_,7 (371)

0z 07 0x Ox

— —\2 — 2
,7+E a£+£ aﬁ + aﬁ =0 (372)
g|or 2|\ ox 0z

em que a fungdo do potencial de velocidade dimensional € ® = 4°Qd e a altura de

onda é n=4dn . A frequéncia fundamental é dada pela expressdo definida pela

equacdao (373) [Ibrahim, 2005]:
o = (gj tanhh = [Ej tan ){Ej (373)
I 1 !
Admitindo um parametro de ajuste da frequéncia, v:
1Q? = (1+v)gtanhh (374)

A condicao dinamica da superficie do fluido, expressa pela equacao (372), pode

ser reescrita na forma [Ibrahim, 2005]:

— —\ 2 —\ 2
7 +(1+v)tanhh 90, £)(09] ,[9®
or 2|\ ox 0z

Para frequéncias afastadas da ressonancia, a superficie livre do fluido é

=0 (375)

governada pela solucao linear da equacéo de Laplace [Ibrahim, 2005]:

98 LNEC — Proc. 0305/11/17713



P = ;cosxcosi(z +h)sinz (376)
v costh

Mais recentemente [Waterhouse, 1994] foi também possivel obter uma
resposta uniforme valida para qualquer valor de altura de fluido e de pardmetro de
ajuste ou sintonizacdo, desde que sejam consideradas expressdes dimensionais para

o potencial de velocidade e elevacao da superficie do fluido [Ibrahim, 2005]:

2
=04 A cosxcosi(z + ﬁ)sinr + O(E“] (377)

2
n=I1-A cosxsinh(h)cosr + 0(5”] (378)

em que Ae=¢'"

A, n toma o valor 0,1 ou 2, dependendo da gama do parametro de
sintonizacdo. A resposta final pode ser reescrita independentement de n, na forma

[Ibrahim, 2005]:
eI 5 2 4e
VA sinhh + A’H'(h) + 180A° + Ov?A ) = 7tanhho (379)

com as variaves presentes na expresséao anterior definidas de acordo com o expresso
em [lIbrahim, 2005].

2.2.3. Quebra de Onda (Breaking Waves)

O fenémeno de quebra de onda é um fendmeno altamente ndo-linear que
ocorre sempre gque instantaneamente uma crista de onda se eleve muito e atinja uma

condicao de instabilidade.

A quebra de onda ocorre de uma forma rapida e intermitente, dai que a
especificagdo da frequéncia de ocorréncia seja de grande interesse para a

compreensdao do préprio fendémeno [Ochi, 1998].

Trata-se de um fendbmeno pouco conhecido em termos do contéudo energético

da prépria onda.
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A falta de informagdo e de procedimentos bem estabelecidos, mesmo da
frequéncia da superficie livre, torna-se impeditiva para que se estabelegcam previsdes
adequadas [Thorpe, 1995].

A severidade da acc¢do imposta € importante, embora ndo seja o factor que
mais condiciona a ocorréncia da quebra de onda, uma vez que a forma das proprias
ondas que se formam controla em grande medida a frequéncia do movimento que se

desenvolve durante a solicitagdo dinamica.

A determinacdo de estimativas para a frequéncia de ocorréncia do fenbmeno
de quebra de onda tem as suas bases na oceanografia, muito embora os critérios
subjacentes a definicdo do fendmeno devam ser convenientemente esclarecidos uma
vez que na situacdo em estudo se tratam de situacbes em que o fluido em movimento
apresente altura finita e bem conhecida, contrarimente ao que muitas vezes sucede no

mar.

Este fenbmeno tem vindo a ser objecto de diversos estudos e publicacbes
[Michel, 1893] [Longuet-Higgins, 1963] [Dean, 1968] [Longuet-Higgins, 1969] [Banner e
Philips, 1975] [Van Dorn e Pazan, 1975] [Nath e Ramsey, 1976] [Longuet-Higging e
Fox, 1977] [Cokelet, 1977] [Longuet-Higgins e Cokelet, 1978] [Kjeldsen e Myrhaug,
1978] [Ochi e Tsai, 1983] [Snyder e Kennedy, 1983] [Weissman et. al., 1984]
[Holthuijsen e Herbers, 1986] [Xu et. al., 1986] [Ramberg e Griffin, 1987] [Ochi, 1998].

O critério mais difundido na comunidade ciéntifica corresponde a limitagdo da

inclinacéo da onda de Stokes formada [Michel, 1893].

Assim, define-se que ocorre o fendmeno de quebra de onda (breaking waves)
guando a altura da onda formada excede 14.2% do comprimento limite de onda, que &
cerca de 20% superior ao observado para ondas sinusoidais ordinarias com a mesma
frequéncia [Ochi, 1998]:

H > 0027gT? (380)

com H correspondente a altura e T ao periodo da onda, respectivamente.

A expressao analitica proposta (380) foi validade experimentalmente por meio

de uma série de ensaios sobre reservatorios sujeitos a excitacbes aleatorias.
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No entanto, verificou-se a partir dos resultados obtidos dos testes em que
ocorreu quebra de ondas irregulares que, o nimero de ondas aleatérias quebradas

gue surge € muito superior ao obtido teoricamente com base na equacao (380).

Assim foi possivel definir-se uma expressdo que melhor aproxime o fenémeno
gue de facto surge no interior de reservatorios e que traduza um critério mais
adequado para a quebra de ondas irregulares que se formam no interior de tanques
[Ochi e Tsai, 1993]

H > 0020gT? (381)

Tem vindo a surgir também outros critérios que permitem a identificacdo da
ocorréncia de quebra de onda, nomeadamente a definicdo de valores de aceleracao

descendente ao nivel da crista da onda a partir dos quais ocorria o fendmeno referido.

Por exemplo, e com base em extensos trabalhos analiticos e experimentais,
Longuet-Higgins e Fox [Longuet-Higgins e Fox, 1977] definiram este valor como
aproximadamente 0.39g, enquanto que Srokosz [Srokosz, 1983] aumentou este valor

para 0.4g.

Mais recentemente a ocorréncia deste fendmeno altamente n&o-linear foi
definida, com base em procedimentos experimentais, sempre que a aceleracdo

descendente da crista ultrapassasse g/3 [Dawson et. al., 1993].

Ndo h& duvida que o fendbmeno da quebra de onda se encontra fortemente
associado com as caracteristicas de instabilidade das ondas, dai que os estudos que
tem vindo a ser desenvolvidos nesta area [Longuet-Higgins e Cokelet, 1976] [Longuet-
Higgins, 1978a] [Longuet-Higgins, 1978b] [Longuet-Higgins e Cokelet, 1978] [Melville,
1982] [Sue et. al., 1982], nomeadamente ao nivel da estabilidade de ondas graviticas
em aguas profundas, sejam extremamente importantes para a compreensdo do
fendmeno ndo sé para alturas de agua infinitas (mar) mas também para alturas de

agua finitas (tanques — amortecedores de liquido sintonizado)

Quando o fendbmeno da quebra de onda tem lugar, a energia da onda € perdida
sob a forma de turbuléncia e isto resulta na reducdo da magnitude da densidade
espectral em determinadas frequéncias [Longuet-Higgins, 1969] [Tung e Huang,
1987a] [Tung e Huang, 1987b].
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A perda média de energia em cada ciclo pode ser avaliada assumindo que a
altura da onda, H, durante a ocorréncia do fenédmeno é reduzida para uma altura limite

de quebra, H* [Longuett-Higgins, 1969]:

1 _J(HY (H*Y
E percica zipg{(zj _( > j } (382)

3. Modelacdo Mecanica em reservatorios

3.1. Estudos preliminares

No inicio da década de 50 foi desenvolvido um dos primeiros modelos de
péndulo equivalente com o objectivo de representar as oscilacdes da superficie livre

de fluidos no interior de reservatérios [Grahm, 1951].

Posteriormente foi desenvolvido um outro modelo que consistia huma massa
fixa riga e uma massa pontual de sloshing ligada as paredes do reservatorio, a uma

determinada altura especifica, por meio de molas [Graham e Rodriguez, 1952].

Estes modelos foram sendo progressivamente melhorados e optimizados,
passando-se a usar sistemas do tipo mass-mola-amortecedor ou entdo conjuntos de
péndulos simples [Ewart, 1956] [Bauer, 1960b] [Bauer, 1961] [Bauer, 1962] [Armstrong
e Kachigan, 1961] [Abramson e Ransleben, 1961d] [Mooney et. al., 1964].

No final da década de 60, foi desenvolvido um modelo mecéanico simplificado
para simular o comportamento dindmico do liquido no interior de reservatorios

rectangulares [Bauer e Villanueva, 1967b].

Os modelos mecénicos de sloshing tém vindo a ser extendidos a reservatorios
apresentando diferentes geometrias [Mixon e Catherine, 1964a] [Mixon e Catherine,
1964b] [Huther et. al., 1973] [Dodge, 1996] tanto por meio de estimativas numéricas
[Patrom, 1985] como por meio estudos experimentais [Werner e Coldwell, 1961]
[Sumner, 1966].
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J& durante a década de 80 hé registos do desenvolvimento de ferramentas
analiticas que permitissem a simulacdo do comportamento de fluidos sujeitos a

grandes amplitudes de excitacdo [Berry et. al., 1981].

Mais recentemente [Ebert, 1989] [Enright, e Wong, 1994] [Rumold, 1998]
[Rumold, 2001] também foram usados modelos mecéanicos com o intuito de simular os

efeitos do sloshing fluidos em sistemas de vérios graus de liberdade [Ibrahim, 2005].

3.2. Generalidades

Geralmente a pressdo hidrodindmica de fluidos em recipientes rigidos

apresenta duas componentes distintas:

i) Uma primeira parcela directamente proporcional a acelera¢éo do
reservatorio que é causada pela parte do fluido que se move em
conjunto com o proprio reservatério denominada de presséo

impulsiva;

i) Uma outra que resulta do fendbmeno de sloshing que ocorre ao
nivel da superficie livre do fluido denominada de pressao

convectiva.

Com base nas componentes identificadas pode-se definir uma representacéo
realista dos fendmenos dindmicos que ocorrem no interior de recipientes fechados por
meio de sistemas mecanicos equivalentes. A equivaléncia é estabelecida por meio de

um equilibrio entre forcas e momentos actuantes nas paredes do reservatorio.

Contabilizando de uma forma adequada o modelo mecanico equivalente que
representa o fendbmeno de sloshing, o comportamento do sistema dindmico global

pode ser formulado de uma forma mais simplista.

Assim, na ocorréncia de movimento simples planar linear podem ser
desenvolvidos modelos mecéanicos equivalentes na forma de séries massa-mola-

amortecedor ou ainda na forma de um conjunto de péndulos simples.

Se por acaso ocorrer um fenébmeno nédo-linear, como o sloshing rotativo ou o
sloshing cadtico, este pode ser conceptualizado por meio de um péndulo esférico ou

de péndulos compostos [Ibrahim, 2005].
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Os principios que permitem construir um modelo mecénico adequado aos

fendmenos que ocorrem no interior de um reservatério sujeito a uma determinada

excitacao dindmica baseiam-se no seguinte [Ibrahim, 2005]:

ii)

As massas equivalentes e momentos de inércia devem ser

mantidos;

Para oscilagbes de amplitude reduzida o centro de gravidade do

COﬂjUI’\tO deve permanecer o mesmo,

O sistema equivalente deve possuir os mesmos modos de

vibracdo e produzir as mesmas forcas de amortecimento;

Sob determinadas excitagbes, nomeadamente de pequena
amplitude, as componentes de forca e momento devem ser
equivalentes aos valores correspondentes produzidos pelo

sistema real.

E indiscutivel que determinados modelos mecéanicos equivalentes fornecem

uma boa representacdo do comportamento dindmico da superficie livre do fluido no

interior de reservatorios, desde que a excitacdo ndo se encontre na vizinhanca da

ressonancia.

No entanto, sobre a ressonancia, os modelos mecanicos lineares deixam de

ser completamente validos tornando-se necessaria a utilizacdo de modelos mecénicos

mais pormenorizados que incluam as correspondentes caracteristicas ndo-lineares.

A titulo de exemplo refere-se, por exemplo, que para representar um primeiro

modo de sloshing de um fluido é possivel usar-se um péndulo equivalente, sendo

identificados trés regimes de comportamento dinamico [Ibrahim, 2005]:

)

by

Comportamento linear, que corresponde a situacdo em que
ocorrem pequenas oscilagdes nas quais a superficie livre do
fluido permanece plana sem qualquer tipo de rotacdo do seu
didmetro nodal (Figura 6). Corresponde a um regime que pode
ser descrito por um péndulo simples equivalente descrevendo

pequenas oscilagbes com sinB=6;
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Figura 6 - Modelo mecénico linear, adaptado de [Ibrahim, 2005]

i) Comportamento ligeiramente nao-linear, que corresponde a
oscilacdes de amplitude moderada durante as quais a superficie
livre do liquido experimenta movimento nao plano (Figura 7). Este
regime € descrito por uma equacao diferencial que contabiliza a
nao-linearidade que surge durante o movimento. O modelo
mecénico equivalente corresponde a um péndulo esférico que
descreve um movimento com amplitude moderada a elevada de

tal forma que se verifique sin6=6-83/3;

E B

Figura 7 - Modelo mecanico ligeiramente ndo-linear, adaptado de [Ibrahim, 2005]

i) Comportamento fortemente ndo-linear (Figura 8), no qual as nao-
linearidades que surgem resultam fundamentalmente de rapidas
mudancgas operadas ao nivel da velocidade, associadas também
com violentos impactos do movimento do fluido na superficie
livre. As alteracBes da velocidade da superficie livre séo
geralmente tratadas como instantaneas, observando-se um salto
ao nivel do valor da velocidade (velocity jumps), o que fornece
importantes caracteristicas do comportamento do sistema néo-
linear. O modelo mecénico equivalente deste regime €& um
péndulo que descreve impactos contra as paredes do

reservatorio;
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Figura 8 - Modelo mecénico altamente ndo-linear (impacto de sloshing), adaptado de [Ibrahim,
2005]

Apresenta-se em seguida, de uma forma resumida, a teoria subjacente a
definicio de modelos mecanicos lineares e nao-lineares equivalentes para

reservatorios rectangulares e circulares.

Refere-se ainda que, para determinadas geometrias mais complexas (como por
exemplo em tanques esféricos), se torna por vezes necessario efectuar uma validacao

dos modelos propostos por meio de ensaios experimentais [Ibrahim, 2005]

3.3. Modelo massa-mola-amortecedor

3.3.1. Caracteristicas gerais

A comportamento linear de um fluido no interior de um tanque pode ser
representado por meio de um modelo mecéanico equivalente (Figura 9) que
compreende uma massa rigida my, que se movimenta solidaria com o tanque e uma
série de massas m, representando a massa equivalente de cada um dos modos de

sloshing identificados.

Cada massa modal, m,, encontra-se restringida por uma mola de rigidez K, e

um amortecedor C,
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Figura 9 - Modelo mecéanico equivalente: a) massa-mola-amortecedor e b)massa-mola-
amortecedor com amortecimento do momento de inércia,, adaptado de [Ibrahim, 2005]

Para o modelo mecanico equivalente apresentado devem ser garantidas as
seguintes condicbes para a massa total do fluido (equacdo (383)) e momento de

inércia da massa (equacao (384)), respectivamente

me=m,+> m, (383)
n=1
If=lo+mof€+imh§ (384)
n=1

Para além do indicado deve-se preservar a posicdo do centro de massa e
determinar as constantes de rigidez das molas associadas a cada uma das massas

dinmicas a partir da definicdo das frequéncias naturais [Ibrahim, 2005].

No caso muito particular de reservatérios circulares cilindricos de paredes
verticais planas € possivel definir a relacdo entre frequéncias e rigidez por meio da

equacao (386).

mh, = > mh, =0 (385)
n=1
o = % = [g—;}”j tan!{gl—F“:j (386)

Assumindo que X, corresponde ao deslocamento equivalente da massa

relativamente a parede do tanque, x o deslocamento do tanque, Y o movimento
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rotacional do tanque segundo o eixo y e passando pelo centro de gravidade. O modelo
proposto inicialmente (Figura 9a) foi estendido [Bauer, 1962a] [Bauer, 1962b] tendo
sido introduzido um elemento leve ligado ao centro de gravidade com determinado
momento de inércia e um amortecedor com coeficiente de amortecimento Cq4 (Figura
9b).

As equagbes do movimento do modelo equivalente podem ser obtidas usando

a equacdao de Lagrange:

d( o 9 9
—| = L|-—L=-—0+Q
dt[aqi J 0g 0 ° 50

em que o Lagrangeano corresponde a L=T-V, ¢; sdo as coordenadas generalizadas
(equacao (388)) e Q; as forcas generalizadas (equacao (389)), T e V sdo as energias
cinética (equacao (390)) e potencial (equacao (391)) e O a funcdo de dissipacdo de

energia de Rayleigh (equacao (392)), respectivamente [Ibrahim, 2005].

{a}={x x, ¢ W (388)
@}={-F. 0 M, o (389)
1 . > 1 ) 1L . . 2 1 \2
T‘E%(X_W) +o b +§Zw(xn+x+m//) +§ld(w+y) (390)
n=1
—_ 1 2 1 2 = > 1 - 2
V=J0uimbhy -2 gy Zwm-ngWXﬁEanxn (391)
n=1 n=1 n=1
1, 1., & L1
O =§ZCnxn +§Cdy2 => M, +§Cdy2 (392)
n=1 n=1

com C, =2mw,{, e ¢, o coeficiente de amortecimento do amortecedor equivalente

introduzido no modelo simplificado

Aplicando a equacdo de Lagrange indicada na equacdo (387), e usando as

expressdes (390) e (391) para energia cinética e potencial, respectivamente, obtém-se
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as equacdes para o0 movimento de sloshing do n-ésimo modo (equacéo (393)), para a

forca resultante (equagao (394)) e para 0 momento (equagéo (395)):

m,(%+ %, + W)+ Kox, + 2m@d %, ~mgy =0 (393)
Fo = -my(x=hgy) - > m, (%, + %+ hg) (394)
M, = 1+ My (R Ng2) = g mx, + > m (%, + %+ )+ 1,7 + ) (395)

A partir da equacdo anterior pode ser escrito o momento de inércia da massa

do fluido definido com corpo rigido de igual massa:

Irigido:|0+rnol‘€+zrnwrﬁ+ld (396)

n=1

As equagbes (393) a (395) descrevem completamente o comportamento
dindmico do modelo mecénico equivalente tanto para movimentos de translaccéo

como para movimentos de pitching [Ibrahim, 2005].

3.3.2. Excitacéo lateral

Admitindo uma excitagao lateral pura de translacgéo do tipo x(t) = X,SinQt,

W=y =0 e amortecimento nulo, a equagdo de sloshing toma a seguinte forma

[Ibrahim, 2005]:
m,%, + K, x, =m X,Q%sinQt (397)

A solucao desta equacao para um estado estacionéario é dada por:

QZ
X, = —5—— X, SinQt (398)

7 -Q
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A equacéo de forga traduz-se de acordo com a equacao (399):

> D) 2
F. = —%X—ZW(K + x) = X()QZsith{mO +Zm{ﬁ +1}} =
n=1 ~

n

@ 2 399
=m, xogzsingt{u 3 (ﬁj} (399

n=1 mf

Finalmente, a equacdo do momento devido a translacgdo pura, definida
relativamente ao centro de massa do liquido considerado como apresentando
movimento solidario com o reservatorio em que se encontra incluido, € definida de

acordo com a equacao (400):
M, = myhX— gy mx, + > mh, (%, +%) =
n=1 n=1

= —XOQZSith{mOhO + gw(xn +%} +gm{xn +%nj(aﬁgf2§22j}

(400)

3.3.3. Excitagao de pitching

Admitindo uma excitagcdo de pitching segundo o eixo y do tipo l,ll(t) =Y, sinQt,

a equacao do movimento € definida de acordo com [Ibrahim, 2005]:
m., + K x, = m(g + sz)wosith (401)

A solucdo da equacdo (401) para um estado estaciondrio € dada pela

expressao:
Q%+ .
X, = w%smm (402)

n

A forca resultante traduz-se na seguinte equacgao:
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{mohotﬂ +§m(><n + hntﬂ)} =

(403)
: = of
=Y Q%sinQt + Q%+ n
o {moh) ;W(hn g)m)}
O momento em torno do eixo y € dado pela equacéo (404):
= L + M = g myx, + > mh (%, + hep) =
n=1 n=1 (404)

= WOQZSith{IO +mi +gm(xn +%] + gmw(thz + g)z (wsa_),fg)z}

Os valores dos parametros equivalentes do modelo podem ser determinados
por comparacdo entre os valores correspondentes para o modelo ndo amortecido e 0s
resultados obtidos para um fluido ideal [Ibrahim, 2005], de acordo com o apresentado

numa seccgao anterior.

3.3.4. Parametros mecanicos para reservatorios circ  ulares cilindricos

Considerando excitacbes combinadas de translaccdo e de pitching, a forca

resultante é dada de acordo com o apresentado pela equacéo (405):

. 2RQ tan’{fl,; j
F, =m X,Q%sinQt{1+ +m, W,Q%sinQt x
o A &hlen -tler-0)

e B2

0 D (a2~

(405)

Comparando a primeira parte da expressdo (405) com a equacao (399) e a

segunda parte com a equacao (403), obtém-se o0s seguintes parametros equivalentes:
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m,

me

- 2R tanl{é”hj
glnh({lzn _1) R

Z:; &g -1) fln

(s

(406)

(407)

(408)

Estudos desenvolvidos permitiram concluir que a dimensdo da massa de

sloshing decresce muito rapidamente para todos os modos exceptuando o0 primeiro

com o aumento da relacdo entre a altura do fluido em repouso e a dimensao

caracteristica do reservatério [Ibrahim, 2005].

A partir da definicdo do centro de massa e usando as relacbes expressas pelas

equacdes (406) a (408) pode-se escrever:

-0
h

O momento causado pelas forcas de

(409)

sloshing hidrodindmico é uma

combinagdo do momento associado a translacgdo horizontal e a solicitacdo pitching,

caso coexistam em simultaneo, que deverd ser equivalente a soma das equacgdes
(400) e (404):

112
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M, = W,Q*sinQt

M ()

i 4R h
2Rtan){£1“ hj [ggzj + gh{l— (m hJ tan)’(i"aﬂ _ (410)

22 Eln —_ B ’-(flnhj 2
_ 2Rh%Q tan)'(th {1 (ﬂn hjtan R )|
alef - %)

™ (-27) I singt
én hQ* }, _[4R k(fh]
- 2RtanI{th g+( > ]{1 [fln hjtan R

‘% ane - (-]

Efectuando uma comparagéo entre a equagao anterior e a soma das equacoes

) ) [h}tan){fl“j
L

l.=1.+ 2+oo 2 = 240
P =lot My + 2 iy =m g o -8R G atn

(400) e (404), obtém-se:

em que

h? R?
| soiico = mF(E +Tj (412)

Corresponde ao momento de inércia da massa do fluido considerada como

solidaria com o reservatorio durante o movimento oscilatorio.

O momento I corresponde ao momento de inércia de massa de fluido em

movimento em torno do eixo y e medido relativamente ao seu centro de massa.

Considerando, por exemplo, o primeiro modo de sloshing do fluido € possivel
utilizarem-se os parametros obtidos por concretizacdo de equacdes apresentadas nas

seccOes anteriores (equacles (413) a (417)):
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g hY’
K, = —= | tanh184— 413
! mF(l.lth( an Rj @19

m = mF(TZr]j(tanhl.MEJ (414)
m, =M —m (415)
h = - tanhise] (416)

Em muitas aplicagcbes, € possivel obterem-se resultados muito satisfatorios
com recurso ao modelo apresentado e se for considerado apenas o modo fundamental
de vibragéo. Esta simplificacdo sera apresentada em trabalhos posteriores orientados
de uma forma mais explicita para os dispositivos de dissipacdo de energia do tipo

amortecedores de liquido sintonizado.

3.3.5. Parametros mecéanicos para reservatorios rect  angulares

Seguindo os mesmos passos definidos para 0s reservatorios circulares

cilindricos de paredes verticais planas, obtém-se os seguintes parametros:

8 tan){(Zn +1)Tj
i

m,
M (2n+ 1)32 (418)

7h
h 1 tan){(Zn +1)%j
7h
2n+1)—
(2n+ )26 (419)

h 2
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(2n+ 1)32 (420)

= T lm (421)
m gStanhz((Zn +1)Tj (422)
k =
" (2n+1)?
A 268 ) tanl{(Zn +1)722j
loy = lontiavy1— + Z -

1+ (?jz ,75[2}(“ (;‘T] = (n+af (423)

3]s

em que lsiigy € 0 movimento de inércia do liquido segundo y considerado como uma

massa solida solidaria com o reservatorio, loy € 0 momento de inércia da massa fixa.

O momento de inércia do fluido segundo o eixo Y, Iy, € dado por:

7h
I . 4 . 768 . tanl{(Zn + 1)%j
I gy 1+ (hjz ﬁ(hj{l‘* (hjzj n=1 (2n + 1)5
l / l

Verifica-se que para pequenas alturas de fluido (shallow water tanks), as

(424)

relacbes entre as massas modais de sloshing e a massa total do fluido sé&o
dependentes da frequéncia natural de cada modo (ANEXO), observando-se uma clara

reducdo com a razéo de altura, h/l.

Se por acaso o reservatorio em causa for solicitado segundo a direc¢do Z, o
sistema mecéanico definido pode ser composto também por uma massa fixa com o

respectivo momento de inércia nessa direcgdo, ly;,, € um conjunto infinito de massas
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moveis obrigadas a rodar em torno do eixo Z. As massas moveis apresentam um

momento de inércia, Iz, definido da seguinte forma:

| 765{(92(% F - (2ns 1)2}2
- [ [ Hzmﬂ 2””)4{@2(2%1)2+(zn+1)2}

tan \/( (om+1f (2n+1)}
( ]J{( ey (zmﬂ

Sendo o momento de inércia da massa fixa dado por:

X

(425)

IZ zz rmZ (426)

IsolidZ ISOlIdZ m=1n= 1 solidz

em que:
by 4
tanh (2n+1)—
{len+)r | 20

- = 2 i n+1)°
(e ) e

3.4. Modelo péndulo simples

3.4.1. Caracteristicas gerais

O modelo compreende numa séries de péndulos, cada um deles de massa, m,,

e comprimento, |,, mais uma massa rigida m, (Figura 10)
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he2

Lo

he2

Mos o
v

v

Figura 10 - Modelo do péndulo simples equivalente, adaptado de [Ibrahim, 2005]

O ponto de suporte do n-ésimo péndulo esta localizado a uma distancia de L,

abaixo da superficie livre ndo-perturbada e a massa rigida a uma distancia Lo, m,

corresponde a massa do n-ésimo péndulo, ¢ € o comprimento do n-ésimo péndulo, L

o0 comprimento do reservatério e £ a largura do reservatorio.

Admitindo, por exemplo, uma analise que néo inclua dissipacdo de energia,

deve-se verificar o principio da conservacdo da massa:
mo=my+ 3 m, (428)
n=

Equiparando a frequéncia natural de um péndulo simples, definida como
w, = % , a frequéncia natural do n-ésimo modo de sloshing em reservatorios
n

rectangulares e cilindricos, obtém-se as seguintes expressfes para 0 comprimento do

n-ésimo péndulo no modelo mecanico equivalente:
1 m  n’
= ———=tanh 7h,|—+— (429)
m2 n2 E L
— + ?
4

em que (e L correspondem a largura e ao comprimento do reservatorio,

respectivamente, m e n sdo inteiros e referem-se ao modo mn.

Em situacbes em que se identifique uma excitacdo horizontal, x, e de pitching,

), combinadas € possivel desenvolverem-se as equacdes do movimento do modelo,
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tendo por base uma formulagdo Lagrangeana. Desta forma as energias cinética e
potencial definem-se de acordo com 0 expresso nas equagdes (430) e (431), as
coordenadas generalizadas e forcas generalizadas de acordo com as equagdes (432)
e as equacdes da forga resultante e momento em torno do eixo y pelas equagdes (433)

e (434), respectivamente:

1 [ (h 1,1 h .
T:Em{x+(§—|_oj[//} +§Ioz// +§;mnK§—Ln—€njw+£nz//n+xn} (430)
V =-mgl,cosy - > mglL, cosy + ¢, cody +y, ) (431)
{al={x v w} Qt=f-F, ™, of (432)

. (h 1. [(h . _
Fx :_%|:X+(E_L0j¢/ +zrn"l (E_Ln_gnjw+£n¢/n+xi| (433)

My = m{jﬁ[g— Lojzﬁ} 2— L, |+ Iozﬁ+im{(g— L, —fnj(]]+£n¢]n +x}[n +
£ molLw + 0w +0,)] (434)

A equacdo do movimento de sloshing é definida pela equacdo (435), para

diferentes casos de solicitacdo dindmica.

o h o @
ZHLKE-Ln-fnjtifwnt//nﬂﬂfn+ngfn(w+wn)=0 (435)
n=1

n=1

3.4.2. Excitacéo lateral

Para uma excitagdo do tipo X = X,sinQt, com =0, a equacéo (435) toma a

forma:
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ML (€of, + %)+ mgl @, =0 (436)
em que a resposta do péndulo se traduz pela expresséo definida pela equacgao (437):

2
Y, = { Q 2}x—stt (437)
(af -2

A forca de sloshing resultante (equacao (438)) e 0 respectivo momento em

torno do eixo y (equacéo (439)) podem-se obter da seguinte forma:

) 2
F, = mFXOstith{ zﬂ Q } (438)
am of
) . h e e g Q2
M, = =X, Q?sinQt: m, E_LO +;w£n+zm én—E Y (439)

3.4.3. Excitacdo de pitching
Para uma excitagdo do tipo ¢ = W,sinQt, com x=0, a equacéo (435) toma a

forma:

em que a resposta do péndulo se traduz da seguinte forma:

no (30
_ ¥ysinQt 0% — uf

¥, h
((‘Jr? - QZ) ly (441)

A forga de sloshing resultante e o respectivo momento em torno do eixo y séo

dadas respectivamente pelas equacoes (442) e (443):
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h
SN .3
FX=—szosing[nbLo+zm((Ej—Ln—fnJ+Zmn it
n=1

n (442)

2 00
M, = —szosing{mo(g— Loj +1, +ann((gj— L, —énj+

n=1

d 2) " ") Q? L, <
+> mfs _Q_nz m‘%gg—%—szn(l—ﬁgn)g} (443)

n=1 f n () n=1

As equac0des (436) a (443) permitem obter os parametros do modelo mecanico
equivalente por comparacdo com os modelos mateméticos que reproduzem na
perfeicdo o comportamento de fluido ideal proposto e apresentado em seccdes

anteriores do presente capitulo [Ibrahim, 2005].

3.4.4. Parametros mecéanicos para reservatoérios circ  ulares cilindricos

A comparacdo modo a modo entre as equagdes de forca e momento do
modelo de péndulo e as equacdes correspondentes para fluidos ideais fornece os
mesmos valores de m,/mg e m¢/mg obtidos no caso do modelo mass-mola-
amortecedor apresentado anteriormente. Os restantes parametros para reservatorios

circulares cilindricos de paredes verticais planas sdo dados por:

L .___R
A AN (444)
Elnsml—(é';j
h 1& (h
L=y AL
0 {2 m)nZ:lmq(z ; H (445)
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1 R m(h e m(h jg
lo=mh?| —+——-—2| =L | =Y —"|—-L, | +
o =M {12 4h? mF(Z °j zlmF 2

446
-4+ 5008}{51th) (449)

3
4

R?| 2R
SRR
" E e g &)

3.4.5. Parametros mecéanicos para reservatorios rect  angulares

Comparando a expresséao para a forga hidrodindmica devido a excitacéo lateral
do reservatorio com a expressao para a forca total devido ao sistema de péndulos e
massas rigidas é possivel obterem-se os seguintes pardmetros para o modelo

mecanico simplificado:

8prL? 7h
=~ tani2n-1)—
m, on-17 anH2n )L (447)
m, = plLh— Ew m, (448)
n=1
_ L _\7h
l, = —(2n - 1)77C0th(2n 1)—L (449)
h 2L 7h
L, = ¢, +=-———tanH{2n-1)—
) (ﬁn > (Zn_l)ﬂtanl*( n-1) L] (450)

O momento de inércia da massa rigida é dado por:

hY? & (h ?
IO:|F—m)(LO—Ej —zm{z—Ln—énj (451)
n=1

em que Iz corresponde ao momento de inércia da massa do fluido medido

relativamente ao centro de massa:
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h? a? i 16 2a 7h
| = pabhi — + 2 - 232 1- tanH2n-1)—
¢ = pab 516 a; an 1] n‘[ Gn- 1 anH2n )Za} (452)

Tendo em conta os resultados obtidos para os modelos mecéanicos
equivalentes massa-mola-amortecedor e péndulo simples torna-se possivel
estabelecer um paralelo entre os dois sistemas simplificados. De facto, as massas
modais dos dois modelos sdo as mesmas e a rigidez da mola € equivalente ao peso

da mola dividido pelo seu comprimento.

Pode-se também estabelecer uma correlagdo muito estreita entre a posicéo do
conjunto mass-mola e a posicao da massa do péndulo simples. A equivaléncia entre o
momento de inércia da massa nos dois casos pode ser obtida através de algumas

manipulacdes algébricas [Ibrahim, 2005].

Para alturas de fluido elevadas, h/R>>>2.5, as massas equivalentes e as suas
posicdes tornam-se quase independentes do enchimento do reservatdrio dependendo

apenas da geometria do mesmo.

No entanto, aumentando a frequéncia natural por mudanca da geometria do
reservatorio ou por qualquer outro factor, as perturbacdes penetram menos no fluido
em movimento e consequentementa as massas associadas aos modos de ordem

superior aproximam-se mais da superficie livre.

Por outro lado, para alturas de fluido reduzidas, a por¢cdo de massa de sloshing

tende para para a posicao do centro de massa [Ibrahim, 2005].

3.5.  Modelo de péndulo esférico

3.5.1. Caracteristicas gerais

Os modelos lineares equivalentes sdo de extrema utilidade no estudo do
fendmeno dindmico de sloshing, desde que a frequéncia de excitacdo ndo se encontre
muito préxima das frequéncias modais de sloshing e a amplitude de excitacdo seja

reduzida.

A medida que a frequéncia de excitacdo se aproxima da ressonancia a

superficie livre do fluido fica animada de movimentos complexos, como ja foi indicado
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em seccOes anteriores. Nestes casos, os modelos lineares equivalentes falham na
simulacdo dos fendmenos ndo-lineares que ocorrem, devendo para o efeito serem
desenvolvidos e propostos modelos equivalentes que contabilizem as ndo-linearidades

que surgem durante o movimento [Ibrahim, 2005].

O movimento ndo-linear rotacional da superficie livre do liquido pode ser
entendido e conceptualizado por meio de um sistema nao-linear de péndulo esférico
sujeito a uma determinada excitacdo forcada [Berlot e Freed, 1956] [Miles, 1962] Miles
[1984a] [Miles, 1989] [Bauer et. al., 1965] [Bauer, 1965] [Bauer, 1966¢] [Tritton, 1986a]
[Tritton, 1986b] [Kana, 1987] [Kana, 1989] [Irons, 1990] [Bryant, 1993] [Kana e Fox,
1995].

Muitos destes estudos foram iniciados como forma de introduzir novas
permissas para o estudo do problema do sloshing, nomeadamente do sloshing rotativo

e do movimento caoético muitas vezes a ele associado.

De facto, ndo ha davida que a moderna teoria da dinAmica nao-linear, com
génese nos trabalhos de Poincaré e dos seus sucessores, tem vindo a promover a
compreensdo dos fendmenos complexos associados ao movimento da superficie livre
de fluidos e a sua formulacéo por meio de um modelo de péndulo esférico [lbrahim,
2005]

O péndulo esférico, também denominado de coénico, € um excelente modelo
gue exibe o fendmeno de ressonancia interna dado que as suas frequéncias naturais
em dois planos ortogonais s&o idénticas. As suas caracteristicas dinamicas
assemelham-se bastante as caracteristicas dindmicas do sloshing de um fluido no
interior de um reservatorio circular cilindrico de paredes verticais planas [Ibrahim,
2005].

Nos modelos de péndulo esférico deve-se garantir que ndo h& duplicacdo da
resposta nao-linear do movimento fluido, a ndo ser para uma determinada altura bem
definida de acordo com as caracteristicas geométricas do reservatério em estudo e do

fluido que o preenche.

Para além disso foi possivel concluir que as previsdes matematicas com base
em modelos de péndulos esféricos incluindo nédo-linearidades concordam de uma
forma muito favoravel com os resultados de simulacfes experimentais [Sayar e

Baumgarten, 1981].
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O movimento ndo-linear cadtico da superficie do fluido pode também ser
explicado de uma forma analoga por meio de um modelo mecénico do tipo péndulo
esférico oscilante [Tritton, 1986a] [Tritton, 1986b].

Conhecem-se diferentes abordagens para a descricdo das equagbes do
movimento num péndulo esférico em termos de diferentes sistemas de eixos
coordenados, embora todas elas definam o péndulo como se tratando de um sistema
de dois graus de liberdade [Miles, 1962] [Miles, 1984a] [Kana, 1987] [Kana, 1989]
[Kana e Fox, 1995].

Em finais da década de 80 foram desenvolvidos modelos analiticos
combinando péndulos esféricos com péndulos simples para simular o comportamento
da superficie livre de tanques de aguas rasas (shallow liquid tanks) [Kana, 1987]
[Kana, 1989], permitindo a consideracdo em simultaneo de movimentos de sloshing

rotativo e de sloshing normal.

Os referidos modelos surgiram em virtude de trabalhos anteriores [Kana et. al.,
1985] [Unruh et. al., 1986] terem permitido concluir que os modelos mais simples se
tornavam incapazes de reproduzir a resposta de fluidos no interior de recipientes, por
se identificar em certas circunstancias, mesmo para reduzidas amplitudes de
excitacdo, um movimento composto por ondas de rotacdo e ondas caracteristicas de

modos anti-simétricos planos.

De facto, uma por¢cdo do fluido comporta-se como um péndulo esférico,
apresentando um movimento rotativo em toda uma gama de frequéncias abaixo,
acima e sobre o primeiro modo de ressonéancia. O fluido remanescente surge animado
de um movimento que pode ser reproduzido muito simplesmente por um péndulo
simples [Ibrahim, 2005].

3.5.2. Modelagdo do sloshing nao-planar

O modelo nao-linear mecéanico equivalente que contabiliza o primeiro modo de
sloshing exibe as mesmas zonas de resposta suavizada, movimento instavel e
movimento rotativo com caracteristicas delevada rigidez (endurecimento) junto da

frequéncia fundamental.
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Para além disso permite também a contabilizacdo da influéncia do

deslocamento vertical do centro de gravidade do fluido [Ibrahim, 2005].

O modelo consiste numa massa pontual deslizante sobre superficie parabdlica
com uma mola n&o-linear adicional ligada & massa de acordo com o esquematizado
na Figura 11.

w2 | | Tt |

1)=|X, sms2 a) b)
Figura 11 - Modelo ndo-linear de péndulo esférico equivalente: a) esquematizacad e b) sistema
de eixos coordenados, adaptado de [Ibrahim, 2005]

Considerando um reservatorio circular cilindrico de paredes verticais planas
sujeito a uma excitacdo harmoénica segundo 0 eixo X, x(t)= X,sinQt, entdo a

elevacédo da superficie livre da onda pode ser expressa por:

2R aﬁJl(flI;r j (453)
X,sinQtcosd)
’ (Elzn _1)J1(£1n)(w§ - QZ)

(60 =2

Restringindo a analise da equacdo anterior apenas ao primeiro modo de

vibracao:
il
‘Jl(; (454)

6,t)=n, cosh— 2

em que n,, corresponde a elevagdo da superficie livre da onda junto da parede lateral,
traduzida da seguinte forma:
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2Q0°R &£ X,sinQt

n,(r.6.t)= 0 (@-1a7-)

(455)

Torna-se possivel, a partir da definicdo elementar, obter expressfes para 0s
deslocamentos radial (r;) e vertical (z,g) do centro de gravidade do fluido. Estes

valores caracterizam-se por serem medidos a partir do centro de gravidade do fluido

em repouso:
1 R2m % R
=— jj I r?costdrd&iz = ——n, (456)
TR°h 00- % h 1
1 R2z % ( )
=-— II Irzcos6drd6dz—— 1 —n; (457)
R°h 00- % E

Eliminando n, das equacdes anteriores € possivel obter-se uma relagédo
parabdlica entre os deslocamentos radial (reg) € vertical (z.5) do centro de gravidade do
fluido:

Crg
Z, = _E (458)
com:
h
(511 -1 11( ZRJ (459)

A base fundamental do modelo mecénico de péndulo esférico € precisamente a
relagcdo estabelecida pela equacao (458). Desta forma, o modelo é construido de
maneira que a parte inferior do fluido corresponda a uma massa rigida que se move
conjuntamente com o tanque, enquanto que a massa de sloshing é representada por
uma massa pontual cujo movimento se encontra confinado ao longo de uma superficie

parabdlica (Figura 11).

Neste modelo assume-se como possivel que a massa de sloshing exiba um
movimento rotativo a uma frequéncia definida. Para além disso é introduzida no

modelo uma mola ndo-linear que fornece uma forga de restituicdo proporcional a uma
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poténcia do deslocamento radial, o que fornece a rigidez necessaria para o0 movimento

rotativo acima mencionado [Ibrahim, 2005].

O principio subjacente a consideracdo de molas de elevada rigidez no modelo
ja tinha sido estudado anteriormente para o caso de movimentos com impacto [Hunt e
Crossley, 1975] [Pilipchuk e Ibrahim, 2005].

A massa de sloshing do fluido pode ser representada por um volume de altura,

hs, correspondente a massa modal, mg,

A relacéo entre a massa de sloshing do primeiro modo, ms, € a massa total de

fluido, mg, é equivalente a relacdo entre alturas, hg/h:

&ﬂ

2tanh ==

hom 2o
h

h M 511( 121 1)R

Os deslocamentos do centro de gravidade da parcela de sloshing, rs e zs,

podem ser obtidos, respectivamente, por meio das equacdes (461) e (462):

e =x+y: (461)

z, = __(5121 _21),7v2V - - (&2 -1fn2 ac s

anés, 8Rg‘11tanl{gglj 2R

(462)

em que:
h
C, = Elltanl{%j (463)

Em posse dos parametros definidos anteriormente torna-se possivel avancar
para a determinacdo das equacdes do movimento do sistema equivalente com base

na equacao de Lagrange (equacao (387).

Assim a energias cinética e potencial (incluindo uma mola de orden n) sao

concretizadas pelas expressfes que a seguir se definem:
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1 _ ., C%, . .
T= Em{(xs - QX,cosQt) +y2 + ?Z(xsxs +V.Y.) (464)

2n- ldr — rrgg
2R

= -m,gz, + I k.t s (x¢ + y2)+ kn (¢ +y2) (465)

Para a contabilizacdo da dissipacdo de energia € necessario introduzir um
elemento amortecedor, 0 que leva a determinagcdo da parcela seguidamente

apresentada:
1 (o, 0, . 2 .o CZy .
=Zq (% +y2+ 2) = may¢ [XE +Y: +§(sz5 + ysys)z} (466)

com ¢, = 2m.{ correspondente & constante de amortecimento e s o coeficiente de

amortecimento associado & massa de sloshing.

Adimensionalizando os deslocamentos, xs e ys, € a rigides, ks por meio das
igualdades expressas pelas equacdes (467), (468) e (469), substituindo nas equacdes
(464), (465) e (466) e aplicando a equacdo de Lagrange (equacdo (387)) torna-se
possivel obter um sistema de duas equacdes diferenciais né&o-lineares para o
movimento (equagbes (470) e (471)). Estas equacdes incluem termos inerciais nao-
lineares associados aos deslocamentos verificados ao nivel do centro de gravidade da
parcela de sloshing representada de uma forma simplificada pela massa ms e rigidez

nao-linear derivada da introdu¢éo de uma mola ndo-linear ao sistema [lbrahim, 2005].

%
ST R (467)
Y.
Yy =2
sT R (468)
k R2n 2
s ms 7 (469)
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X, + 20 X, +C2(XZX, + XY, )|+ C2(X2X, + X X2 + XYY, + X Y2 )+

+ wg[1+ aS(XSZ +Yj)”'1]xs - Qz%coth =0

S S

cathea(xz v =0

O modelo, para o0 movimento planar ndo-linear, pode ser derivado a partir das
equacdes (470) e (471), esta ultima assumindo-se como igual a zero. Para o efeito

define-se como solucédo para a equacao (470) a seguinte expressao:
X, = AcodQt +¢) (472)

em que A e Y correspondem respectivamente a amplitude e ao angulo de fase da

resposta.

Relativamente ao movimento ndo planar ndo-linear é necessario considerar o
movimento para fora do plano, Ys, e resolver o sistema de equacbes acopladas
(equacbes (470) e (471)). De forma asimplifcar a analise é possivel considerar-se a

situacdo nao-amortecida [Ibrahim, 2005]. A solucdo para esta situacdo define-se

como:
X, = AcodQt +¢) (473)
Y, = Dsin(Qt +¢) (474)

As equacles (470) e (471) sdo resolvidas para ambos 0s casos de movimento
indicado com recurso a um método de médias de Ritz, sendo obtidas equacdes que

definem as respostas em termos de relacdes amplitude-frequéncia [Ibrahim, 2005].
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3.5.3. Dinamica do péndulo esférico

Admitindo um sistema de eixos coordenados cartesianos (X, Y, z), as equacdes

do movimento de um péndulo esférico excitado segundo o eixo X por uma excitacdo

x(t) = X, cosQt

harmaénica, , Sao obtidas usando o principio de Hamilton para o valor

médio do Lagrangeano [Miles, 1984]:
1 .2 .2 .2
L:Em(x +y?+22)-mg(l - 2) (475)

em que m e [ correspondem a massa e ao comprimento do péndulo, respectivamente.
O Lagrangeano deve verificar a equacdo de continuidade, o que permite que o
movimento do péndulo seja perfeitamente definido em termos de coordenas

cartesianas x e y.

A solucao pretendida devera apresentar a seguinte forma:

x = £ p,(r)cosd + g, ()sind] (476)

y = &34 p,(r)cosd + g, (r)sind] (477)

A trajectoria do péndulo no plano xy é gralmente uma elipse com eixos que

variam lentamente.

Num ponto de equilibrio a trajectéria corresponde a uma elipse fixa e bem
definida:

02 = (x=x(t)f +y?+ 22 (478)

A relacdo entre os sistemas de eixos moveis e 0s correspondentes eixos fixos
€ dada pelas equcdes (479) e (480):

1
X = xcosp + ysing = £3/Acod6 - ) (479)
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1

§ = —xsing + ycosp = £3/Bsin(0 - ) (480)

1
com ¢ um angulo entre o eixo maior da elipse (X) e o eixo original x, £3€(A, B) semi-

eixos maior e menor e { o angulo de fase. Todos estes pardmetros apresentam uma

variacdo lenta.

Por substituicdo das equacdes (476) e (477) em (479) e (480) obtém-se as
equacoes (481) a (484).

p, = Acospcosy + Bsingsiny (481)
g, = Acosgsiny — Bsing cosy (482)
p, = Asingcosy — Bcosgsiny (483)
g, = Asingsing + Bcosg cosy (484)

Neste instante torna-se possivel a determinacdo da média do lagrangeano
dada pela equacdo (475). Assim, garantindo os termos dominantes no limite, -0, e
usando o principio de Hamilton, j& mencionado em sec¢des anteriores, obtém-se as

seguintes equacdes diferenciais:

dp, _ _oH
dr - oq (485)
do, __oH
ar - op, (486)
dp, _ _oH
dar - oq, (487)
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dg, _ _oH
dr - op, (488)

em que H corresponde ao Hamiltoniano, E € a energia do péndulo medida e M o
momento angular medido segundo o eixo vertical para x=y=0 e gerado pela
componente segundo y da forca de reac¢édo no ponto de suporte do péndulo e [1um

hiper raio no espaco definido por (p;,qy).

A concretizacdo de valores para E e M, com base em equagfes obtidas em
trabalhos anteriores [lbrahim, 2005] permite definir os diferantes movimentos

observados no péndulo (movimentos planar e ndo-planar).

O parametro L] é também uma medida do deslocamento RMS dada por:

_1 i2”2 2146 (489)
ﬁ\/sni(x +y?) 489

O amortecimento linear viscoso pode também ser introduzido permitindo
contabilizar a dissipacdo de energia, sendo definido por meio de um coeficiente de

amortecimento, {, dependente de um paréametro de controlo de amortecimento, a:

%
7= 5_(2}, (490)
2 \w

3.6. Modelo de péndulo linear associado a péndulo e  sférico

Para niveis reduzidos de fluido no interior de reservatérios sujeitos a excitacées
harmdnicas, a superficie livre pode apresentar, como ja foi mencionado em seccbes
anteriores, um movimento de onda rotativa associado com o fendmeno de sloshing

assimétrico usual no plano da excitacao.

Para este efeito foi desenvolvido um modelo composto por um péndulo linear
simples e um péndulo esférico [Kana, 1987] [Kana, 1989], de acordo com 0 exposto na

Figura 12:
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Figura 12 - Esquematizacao do modelo composto por péndulo linear e péndulo esférico,
adaptado de [lbrahim, 2005]

Se 0 peso total do fluido corresponde a W,, entdo uma fraccdo desse peso,
B:Wi, corresponde a resposta de sloshing esférico, enquanto que outra porcéo, Wy,
corresponde a resposta de sloshing normal. Ambos os péndulos apresentam 0 mesmo

comprimento, £.

O movimento associado ao péndulo esférico é descrito por um angulo que

corresponde a um estado estacionario, 6o, mais uma componente oscilatéria, 6,(t), na

direccéo da excitagéo, o que corresponde a 8 = g, + 6’1(t) :

Para além destas componentes de deslocamento o movimento apresenta ainda
a contribuicdo de um angulo de precisao, ¢, segundo o eixo vertical. Admitindo uma
excitacdo dinamica, X(t)= X,C0sQt, as equagBes do movimento para o péndulo

esférico sédo obtidas tendo por base a equacgéo de Lagrange (equacao (387)).

Esta formulacdo permite que se obtenham para as energias cinética (equagéo

(491) e potencial (492), respectivamente:

T= %m[(wsine — xsing)’ + (55” xcosp 0059)2] o

V = mg/(1- cost) (492)

em que m corresponde a massa total do péndulo esférico dada por:
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m= g2 (493)

Apos aplicacdo da equacdo de Lagrange (equagéo (387)) e introduzindo o

amortecimento obtém-se as equacdes do movimento para o péndulo esférico:

0+ (wf -9° cosﬁ)sin& +20 0,6 + %cos¢ cosf =0 (494)

¢sin6+2(¢a)n¢sin6+2¢90050—%sin¢ =0 (495)

A componente oscilatéria 6; pode ser determinada fazendo a substituicdo

=6+ 6’1(t) na equacao (495) e usando expansfes de Taylor obtém-se a seguinte

equacdo diferencial linear:

8, + 27 .6, + @26, = z—zgzel‘ @2-0) cosg, (496)

em que @, = 2w, e Zel=5%.

A equacao (497) apresenta uma solucao estaciondria e um angulo de fase, a0,

para um oscilador do tipo péndulo esférico:

. 497
é :ﬁ a)n COS& ej(ZQt_%_ao) ( )
togr o 2\2 o 2 0
1-| = | | +4 = | {2
{wnj A(wj ‘o
Q
2(01(60] (498)
a, =tan’| ——<
aw,

O movimento associado ao péndulo linear € descrito em termos de um angulo
0, e um desfasamento de y,-¢ relativamente a direccdo da excitacdo. O valor de €

corresponde a uma diferenca de fase espacial observada com base em estudos
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experimentais [Ibrahim, 2005] que permite postular um acoplamento de fase entre os

dois péndulos que compreendem o modelo composto.

A equacdo do movimento para o péndulo simples inferior & dada por:

8, + 20 0.0, + ik, = —% (499)

Os coeficiente (o e {, indicados nas equagdes (495), (496) a (500)

correspondem, respectivamente, a coficientes de amortecimento associados as

coordenadas 8 e ¢, e &f = 9,

14

A equacao (500) apresenta uma solugcdo estacionaria e um angulo de fase, ay,

para um oscilador linear do tipo péndulo simples, dados pelas equac0es,

respectivamente:
2
e (500)
aw
6= %o n
14 o 2\? o 2
w, w,
Q
zgo(
-1 w,
Y, =tan’| ——=% (501)

Os parametros determinados tanto para o modelo de péndulo esférico como
para o0 modelo de péndulo simples podem ser validados com base em resultados

obtidos experimentalmente [Ibrahim, 2005]

4. Considerac6es finais

Em posse da informacgédo descrita ao longo do presente relatorio sera possivel
apresentar numa publicagéo futura os modelos matematicos e mecéanicos que melhor

se adaptam para simular o comportamento de dispositivos dissipadores de energia do
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tipo amortecedores de liquido sintonizado para diferentes situagfes e amplitudes de

solicitagcéo.

Estes modelos permitirdo desenvolver uma série de simula¢cdes numéricas de
um programa experimental extenso para posterior comparacdo e validacdo de

resultados e de caracteristicas essenciais.

Para além disso os resultados obtidos das simula¢cdes numéricas efectuadas
com base nos modelos apresentados permitirdo ainda afinar alguns modelos
propostos para simular diferentes edificios construidos pertencentes ao parque

edificado portugués com amortecedores de liquido sintonizado incluidos.

No que refere & modelacdo matematica de reservatérios pode-se afirmar que,
com base nas teorias e nos trabalhos desenvolvidos ao nivel da engenharia costeira, €
possivel definirem-se expressées (campo de equacfes diferenciais) que contabilizem
os fendmenos, lineares ou n&do-lineares, que ocorrem na superficie livre de

reservatorios parcialmente cheios de fluido.

De facto, € o comportamento dessa superficie livre que vai ser condicionante
na determinagdo de uma aproximacgdo dos fenémenos que surgem no interior de

reservatorios sujeitos a solicita¢cdes dinamicas.

A vantagem dos modelos matematicos € que permitem simular com maior
realismo os fendmenos n&o-lineares que de facto ocorrem no interior dos
reservatorios, muito embora na resolucdo seja necesséario recorre a abordagens

numeéricas mais ou menos complexas e por vezes limitativas.

Contudo, até aos esquemas numéricos em que baseia a resolugcdo da maioria
dos modelos mateméaticos disponiveis na literatura se encontrarem mais
desenvolvidos, torna-se mais adequado, em determinadas circunstancias, recorrer-se
a simulacBes mais simples baseadas, por exemplo, em modelos mecanicos, uma vez
que estes reduzem claramente o esforco computacional associado, fornecendo
elementos igualmente fiaveis para as situacdo de dimensionamento e avaliacdo do

comportamento dinAmico de amortecedores de liquido sintonizado.

De facto, os modelos mecéanicos equivalente surgem como uma ferramenta
muito adequada para aproximar o comportamento dindmico da superficie livre do

fluido quando sujeita a solicitagcdes externas.
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A vantagem das técnicas de modelacdo mecéanica equivalente é fornecer uma
interpretacdo fisica do movimento da superficie livre do fluido por consideracdo de
uma determinada por¢do de liquido actuando, por exemplo, como massa rigida,
enquanto, a outra porcao de fluido associado ao fendmeno de sloshing € substituida

ou por um sistema massa-mola ou por um péndulo simples.

Os modelos lineares sao validos desde que a frequéncia de excitagdo esteja
afastada da frequéncia natural do fenédmeno de sloshing que surge. Na vizinhanca de
ressonéancia estes modelos falham na representacdo de fendmenos mais complexos

como seja o0 caso do sloshing rotativo ou do movimento cagtico.

Os modelos nao-lineares equivalentes, tais como péndulos esféricos e
compostos, permitem simular com bastante aproximacdo os fenémenos exibidos pela
superficie libre do fluido junto da ressonancia. As nao-linearidades traduzidas por
estes modelos sao fracas, ndo servindo para a simulacéo das nao-linearidades fortes
resultantes do impacto violento da superficie livre do fluido contra as paredes laterais

dos reservatorios.

A modelacgéo identificada para reservatérios pode ser facilmente particularizada
para o caso dos amortecedores de liquido sintonizado permitindo aproximar 0s

fendmenos que ocorrem no seu interior durante qualquer tipo de excitagdo dinadmica.

Estes modelos podem ser posteriormente incorporados em sistemas estruturais
de um ou varios graus de liberdade para assim estudar a influéncia que os fenébmenos
de sloshing de fluidos no interior de amortecedores de liquido sintonizado podem ter

na dindmica global do sistema em que se encontram incluidos.
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