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TOPICOS SOBRE EQUACOES DE DERIVADAS PARCIAIS

Neste relatorio inclui-se: i)um tépico sobre o ud® distribuicbes na

solucdo por potenciais harmoénicos de equacdes cqeradores

Laplacianos; ii)um topico sobre o uso de simetnasolucdo de equacdes
tensoriais de derivadas parciais em particular ecperadores Laplacianos;
lila demonstracdo de um teorema sobre mudancaodedenadas em
distribuicoes.

TOPICS ABOUT PARTIAL DIFFERENTIAL EQUATIONS

This report includes: i)a topic about the use sfributions in the harmonic
potential solution of partial differential equatsowith Laplacian operators;
i)a topic about the use of solution symmetries fartial differential
equations in particular with Laplacian operatoiihe proof of a theorem
about distributions frame change.






TOPICOS SOBRE EQUACOES DE DERIVADAS PARCIAIS

INTRODUCAO

I)A solucéo do problema harmdénico de Neumann, gradisegundo a normal exterior
fixado na superficie fronteira S, e do problema Rigchlet, variavel fixada na
superficie fronteira S, pode ser encontrada resdaeao potencial harmoénico de
camada simples e de camada dupla respectivamente.

Os Problemas Interiores podem ser formulados enrdénadas Modais, em que se
anulam os integrais de superficie das equacdesoidad pelos Potenciais, 0os quais se
expressam em funcéo de f (conhecido) em S, pelcagg@ucdo no interior se obtém

pelo integral ponderado em S de f [LNEC,2005,ITB31]

Idéntica simplificacdo se obtém se se expre‘ssa‘S(y—X) ; X, yOS, em gque se

anulam os integrais de superficie das equacdesoidad pelos Potenciais, 0os quais se
expressam em funcéo de f (conhecido). Neste césmnalacéo é analoga a obtida pelo
Teorema da Representacdo, que se baseia rigordsamasmmesmas hipoteses.

INAs matrizes Jacobianas da Transformacdo de @oaxths Cartesianas para
Coordenadas Cilindricas ou Esféricas em que se fmara parametro o anguld,
(J(¥’;0)), constituem um grupo de Lie de 1 parametro, oooti infinitesimal
(relaciona dx com dy), apresentando simetria mo@mtoem ¢ (&ngulo de rotacao),

em relacdo a equacao de onda 2D (Coordenadasrigiéiside em relacdo ao Laplaciano
3D (Coordenadas Esféricas).

Para que as forcas dadas pomantenham a forma na Transformagéo de Coordenadas
€ necessario qu@(?p;ojzl em que J(y°;0) é o Elemento Neutro do Grupo

(J(Y’?;0)=l). Por outro lado J(¥*;0)* I(Y’;-¢)=J(Y";0) (as rotacbesd e -

cancelam-se).

As PDE com 3 variaveis independentes transformararsePDE com 2 variaveis
independentes por consideracado da simetria emarekag angulo de rotaco:
1)Aplicando a Transformada de Laplace em relac@o(@oordenadas Cilindricas) e
desenvolvendo os termos em série de Taylor na Y& rigdansformada s, igualando os
termos de iguais poténcias de s obtém-se sisteen@DE& na variavel r que resolvidos
permitem por Transformada Inversa de Lap{acks®) = 5 (z)) determinar a solug&o.
2)No caso de (Coordenadas Esféricas), a simetrisgetagdo ao angulo de rotac@o
permite reduzir a PDE em duas variaveis indepeedemtima ODE em r que resolvida
por técnica semelhante a usada em 1) permite detrmsolucao.
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SIMPLIFICACAO DOS POTENCIAIS HAR~MONICOS
RECORRENDO AS DISTRIBUIGOES

TEOREMA DA REPRESENTACAO

h_o_1¢ 0 1 000 y4s - 5 vaa s
%) 4mis 6n(y)(| xl}p( S+ 4T[ s |y=Xan(y) 3 W

POTENCIAIS DE CAMADA SIMPLES
(PROBLEMA DE NEUMANN)

a)Equacéao de Derivadas Parciais

D2p+f(X) =0 f(z):j S‘P((y))a(y X)ds, ; XOV;y0S

No Problema Interior a condicdo necessaria para quilierio &
js &(y -X)Y)+ n' (y) dS = C A solucao fica determinada a menos de uma caestan

No Problema Exterior ndo existe condicdo necesgaia o equilibrio. A solugédo é
Unica se satisfazer a condicéo de radiacao.

b)Potencial de Camada Simples

®x )-4an - X|<|>( )ds, ; %O V;yOs
em que:

a 7\ C
. 85 -R0m)ds + 4ns an(x)[| )Jd)(“y)d%— 00 XV0 €

Pelo Teorema da Representacao [Eringen, A.C.; SuBLbi,

9= L[ WD oy
W) =5mds oK anp) @Y 7 IV
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vem.

0AY) 5 R _
<1>(y)——a () &y-Xx) ; xOV,yOS

Por outro lado:

(%) = (%)

=-[_ &y -% a"J(y)olsy = [ 3F-%p(mdg = f(x) ; XV, YO €

0 n(y)
Assim:
@R ==[ —_omds ; XIV;yOS
4m’s |y-¥|
e o integral
i @RS K0S
anula-se.

POTENCIAIS DE CAMADA DUPLA
(PROBLEMA DE DIRICHLET)

a)Equacéao de Derivadas Parciais

2, 00(X) _ . groy e
0t S =0 ¢ T00=[; a9ay-Rds,
of(X) _ ¢ 0qY) 5o o L B
n(x) Is a_n@){’(y x)dg, ; xOV;yOs

b)Potencial de Camada Dupla

a \7 . ~ iy
®(x) = 4ns 0n(y)(| ><I]llJ(y)dSy , xOViyos
em que:
-[, 85 -Xw(@)ds, + 4n . ana(y)(| )(Jw@)d%— fo) 5 Xy €
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oy -x) L o) _ -8(r)  mudanca para coordenadas esféricas.

[y-%
Nota
_L 6(V-x)gwgy; S+ Z‘[ . anaﬁ()a:(y)@ ij() S= ZL(?)) ;XY €
Pelo Teorema da Representacao [Eringen, A.C.; SUuBL]:
R ( Jcp(y)é(y R)dS, ; XOV,y0S
Y-

vem:
Py) =-@y)o(y-%x) ; x0OV,yOS
Por outro lado:

of (X)
6n(7<)

TRe(x) = -
=, 3o () &y - ) W(y)ds,

o)W 4o - K)oy
= jé(y )a() d§ = nex) xOV,yO s

= [, 8y -RWE)dS, =-f(X)
e o integral

1 0 e
Z_[ s an(_. [| lel-p(y)dsy ’ X!yD‘-

anula-se.
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SIMETRIAS DE EQUACOES TENSORIAIS
ESCALARES DE DERIVADAS PARCIAIS

MUDANCA DE COORDENADAS NO OPERADOR LAPLACIANO

Seja X" um sistema de eixos Euclideano.
AL =300 A= A= A,

em que:

V¢ S A 0 (NP
7=00 3= = e A= Y

Se g constante a derivada covariante coincide cdeni@ada parcial.

De acordo com o teorema abaixo demonstrado:

S(x™ - x"(y") = 5" (y°~ —yp»-(yp—m‘yp)

Teorema:

3(x) _ 3(%)

7= Jx= 8(2)=3 (IX)= TP

Demonstra¢éo - Como:

5(0%)=3(X'J)=3(IN=3(XJ : Fag : U=@\¢=q@h¢' I Re
e (¢'=9"):

e dp=A=J=@\¢* ; ¢ J¢ =A= J=¢g N\ ; ¢'Ip=A= J=q@\¢*
Vem:

S(@ex) 2, 3(whe) =

W=@ WT)\

5(y'¢") =5(y") = 3(Agiv) = 5(AX)

Os A valores préprios de J aparecem aos pares de camsptenjugados coincidindo

com osA valores préprios de'J Como sugerido por Sérgio Oliveira a troca dalsds
de J e das colunas d& nao alterad(Jx).
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COORDENADAS CILINDRICAS

Sejam x=(%x*x°) eixos Euclideanos, y¥(¢,z) coordenadas cilindricas, com a
transformacio de coordenad@s',x?,x%) = (rcosp , rsef ,z cuja matriz Jacobiana

m

JU = Ox vem explicitamente:

n a n

coshp -—rsen 1 0 O
J=|sep rcod ; Jd=r. Amétricavem: gJJ=0 r* 0
0 0 1 0 0 1

Paray®=(1,0,0) vem X= (1,0,0) e||&
Comdx™ =Jdy’ ; (X"-X"(¥")=J"(¥-7y")vem:

_3(y°-¥")

en=0(x"-xX") = @ |J|

;=1

Assim:

2 2 2
0 9 +i2 0 9 4 0 <P2+_10_(P:5(r—1,¢,z)
@2 r2(00)° (32)2 ror

Simetria em¢ implica:

0%d(r,2) . D (r, z)+_16<D (r, z):
(@r) (0z)° 1 o

Ar-12) ; ®(L2)=[" 0.0

Pelo queq(r,$,z)=

&(r.2) . Efectuando a transformada de Laplace em relagéo a
Tl

azcia(r,s)+ 109 (r,s)_

SO T oy

5(r- 1)

Resolvida em relacéo é(r,s) e aplicando a transformada inversa de Laplacereb&
®(r,z) e portantog(r,$,z). Substituindo z=iCt obtém-se a solugfo,¢,iCt) da eq.:

9°®(r,iCt) _ 9°P(r,iCt) , 19 (1,iCt) _

o) cey 1 er 3(r-1,iCt) ; qn(r,iCt):jo o(r,0,iCt) dp

o(t) _ 5,
E = 6(|Ct)
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.\ 9"P(r,0) &'

- +.-- e estabelece-
(@s)" n!

Desenvolve-se em série de Taytb(r,s): ® (r,0)+---

2
se as ODE em r para cada poténcia c[eszs+ (:r)z +%§j¢(r,s): 0 (r— 1). Assim:

{6”&)([’,0)_’_( 0?2 +1ij an+2<i>(r,0) js“*2:6(°)(r)+---+ 1y 5(m)(l’)+---
! m!

@sy'n! | @r)? rar)@syi(n+ 2)

COORDENADAS ESFERICAS

Sejam x=(Xx*x°) eixos Euclideanos, y¥(6,¢) coordenadas esféricas, com a
transformacdo de coordenadgx’,x? x%)=(rse® cog ,rséh sén ,rdbs cuja

m

: . X .
matriz Jacobiand' = ?9 vem explicitamente:
y

n

serdco® rco8 cads — rsen gef

J=|se® sep rcds s¢n ren of ; |J=rsed.
cost -rsef 0
1 0 0
A métricavem: g=J'J={0 ¥ 0
0 0 rseri®

Para 7":(1,%[,0) vem ¥ = (1,0,0) el |¥

Comdx™ =J'dy’ ; (X"-X"(¥")= J"(¥Y-7V")vem:

‘m m_om : o(y" -y°
@ = 8(x" =X") =><%=—9ﬁjll - Ponf=1
Assim:
g 1 0% 1 0% 20¢ 1 codip Tt
+= + t——+S5——=9(r-1,06——,
(0r)> r*(00)*> rser® @p)Y ror r®serdad ( 2 ®)
Simetria em¢ implica:
2 2 3
0 q:(r;e) +i26 ¢(r,29) +gaq>(r,e)+_% coD 0D (rp ‘=6(r—1,6—1—T)
(ar) r< (00) r or r-serd 00 2

(r,0)= [ o(r,8.0)
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Pelo queq(r,0,¢) :w. Simetria emB implica:
I

PW(r)  20% _ o _qm
ane Trar STy W= o(re)®

Assim ¢(r,0,¢) =

w(r)
210
1! . - . (!
(?) D(szw(s))+ 280 (s & ;  L(r )_(s”ﬂJ

Visto: L(3(r-1))=€® ; e%=1-s+...+(-1} ¥n!+ ; LYe9=5(r)- 3P (r)+...+(-1)"5 “(r)/n!

(- (1

—j e portanto
r

. Efectuando a transformada de Laplace em relacdo a

resolve-se em relagdo ®(r)=> ¢"(r) ; Y'(r)= 4! (@ry

obtém-seq(r,6,9).

TRANSLACOES
Seja:
@(x")=0(x" =x"(¥y?) ; z"=x"=-x"(y"
Entéo:

@M =38(z") = x"=Z"+Xx"(¥")
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Anexo
Nota:

8(J%) = B(@@"%) = 3 (PG X)

81" %)=3(M@'X)=3(@Ae'X)=3(@¢'x) ; XOR'
I- @A)~ @X)
J' = @N) - (@N)

visto que:

S((A+jB)X) =&(A -jB)X) ; |A|>0 ; |B]>O

3((A +]B)X) = (A -jB)X)

5=3
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